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2 J. ORTIGAS

1. INTRODUCCION

En este trabajo nos vamos a centrar en el estudio de variedades con singularidades cociente y en
particular de espacios proyectivos ponderados. Nuestro principal objetivo es estudiar propiedades
de curvas en planos proyectivos ponderados, extender el concepto que tenemos de multiplicidad
de interseccion de dos curvas en un punto a este dmbito, y hallar un teorema semejante al de
Bézout en planos proyectivos.

Para ponernos en situacion, recordaremos nociones basicas de variedades afines, analiticas,
anillos de series formales, cubiertas,. .., e introduciremos conceptos necesarios como los de divi-
sores, espacios con singularidades cociente y espacios proyectivos ponderados.

El objetivo del estudio de variedades con singularidades cociente reside en el interés de cons-
truir resoluciones de singularidades utilizando en lugar de Gnicamente variedades lisas, este otro
tipo de variedades. El hecho de construir resoluciones usando variedades con singularidades co-
ciente simplifica en muchos casos los problemas y es de utilidad estudiar si podemos codificar
toda la informacién de la singularidad con este tipo de resoluciones.

2. CONJUNTOS ALGEBRAICOS AFINES

Sea K un cuerpo cualquiera. Con A™(K), o simplemente A™ (si K se sobreentiende), nos
referiremos al producto cartesiano de K por si mismo n veces; A" es el conjunto de n-tuplas de
elementos de K. Llamaremos a A"(K), espacio afin sobre K de dimension n. Sus elementos se
llaman puntos. En particular Al es la recta afin y A2 es el plano afin.

Si F e K[Xy,...,X,], un punto P = (aq,...,a,) en A"(K) se dice que es un cero de F' si
F(P) =0. Si F es no constante, el conjunto de ceros de F se llama hipersuperficie definida por

F, y se denota V(F).Una hipersuperficie en A? se llama curva algebraica plana.

Ejemplo 2.1.
aV(Y?—X2(X+1)) C A’(R).

b V(Y2 - X(X2-1)) C AX(R).
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Maés en general, si S es un conjunto cualquiera de polinomios en K[X7,..., X,], denotamos
V(S)={P e A"|F(P)=0VYF € S}

o también V(S) = NpesV(F). Si S = {F1,..., F,.}, normalmente escribiremos V(Fi,..., F,)
en lugar de V({F},...,F.}). Un subconjunto X C A"(K) es un conjunto algebraico afin, o
simplemente un conjunto algebraico, si X = V(S) para algtan S.

Las siguientes propiedades son faciles de verificar.

1. Si I esunideal en K[X7,...,X,] generado por S, entonces V(S) = V(I); por tanto todo
conjunto algebraico es igual a V' (I) para un cierto ideal.

2. Si {I,} es una coleccion de ideales, entonces V(Uqlo) = NaV (1,); asi pues la interseccion
de cualquier coleccién de conjuntos algebraicos es un conjunto algebraico.

3. Si I C J entonces V(I) D V(J).

4. V(FG) = V(F)UV(G) para cualesquiera polinomios F,G; V(I)UV(J) =V({FG| F €
I,G € J}); por tanto la uniéon de conjuntos algebraicos es un conjunto algebraico.

5 V(0) = A"(K); V(1) =0; V(X1 —a1,..., X, —apn) = {(a1,...,a,)} para a; € K. Por
tanto cualquier subconjunto finito de A™(K') es un conjunto algebraico.

Para cualquier subconjunto X € A"(K), consideramos los polinomios que se hacen 0 en X,
éstos forman un ideal en K[Xy,..., X,], llamado el ideal de X, escrito I(X).

I(X)={F € K|Xy,...,X,]|F(a1,...,a,) =0¥(ay,...,a,) € X}

Veamos algunas propiedades que muestran las relaciones entre ideales y conjuntos algebraicos.

1. Si X C Y, entonces I(X) D I(Y).

2. I(0) = K[X1,...,X,); I(A"(K)) = (0) si K es un cuerpo infinito; I({(az,...,a,)})) =
(X1 —a1,...,Xn, —ap) para a; € K.

3. I(V(S)) D S para cualquier conjunto S de polinomios; V(I(X)) D X para cualquier
conjunto X de puntos.

4. V(I(V(S))) = V(S) para cualquier conjunto S de polinomios; I(V(I(X))) = I(X) para
cualquier conjunto X de puntos. Asi si V' es un conjunto algebraico,V =V (I(V)), y si [
es un ideal de un conjunto algebraico I = I(V (I)).

Si un ideal es ideal de un conjunto algebraico tiene una propiedad no compartida por
todos los ideales: si I = I(X), y F™ € I para algtn entero n > 0, entonces F' € I. Si
es un ideal en un anillo R, definimos el radical de I, escrito Rad(I), como {a € R|a™ €
I para algtn entero n > 0}. Entonces Rad(I) es un ideal que contiene a I. Un ideal se
dice radical si Rad(I) = I. Asi pues tenemos

5. I(X) es ideal radical para cualquier X € A"(K).
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Teorema 2.2. Todo conjunto algebraico es la interseccion de un numero finito de hipersuperfi-

cies.

Definicién 2.3. Diremos que un anillo es Nétheriano si todo ideal en el anillo es finitamente
generado.

El teorema anterior es pues consecuencia del teorema de la base de Hilbert.
Teorema 2.4. Si R es un anillo Nitheriano, entonces R[X1,...,Xy,] es un anillo Notheriano.
Corolario 2.5. El anillo K[X1,...,X,] es Notheriano para cualquier cuerpo K.

Definicién 2.6. Un conjunto algebraico V' C A" es reducible si V = Vi U V3, donde Vi, Vo son
conjuntos algebraicos en A" y V; # V. De otra forma V es irreducible.

Proposicion 2.7. Un conjunto algebraico V' es irreducible si y solo si I(V) es primo.

Teorema 2.8. Sea V un conjunto algebraico en A™(K). Ezxisten tnicos conjuntos algebraicos
Vi,...,Vin tal que

V:‘/iu...uvm

con V; # V; para todo i # j.

Teorema 2.9 (Teorema de los ceros de Hilbert). Sea I un ideal en K[X7,...,X,] (K algebrai-
camente cerrado). Entonces I(V(I)) = Rad([).

Corolario 2.10. Si I es un ideal radical en K[X1,...,X,], entonces I(V(I)) = I. Asi que hay

una correspondencia uno a uno entre ideales radicales y conjuntos algebraicos.

Corolario 2.11. Si I es un ideal primo, entonces V(I) es irreducible. Hay una corresponden-
cia uno a uno entre ideales primos y conjuntos algebraicos irreducibles. Los ideales mazimales

corresponden a los puntos.

Corolario 2.12. Sea F un polinomio no nulo en K[X1,...,X,], f = F{""-----F" la descompo-
sicion de F' en factores irreducibles. Entonces V(F) =V (Fy)U---UV(F,) es la descomposicion
de V(F) en componentes irreducibles, y I(V(F)) = (Fy----- F.). Hay una correspondencia uno
a uno entre polinomios irreducibles F € K[Xy,...,X,] (salvo multiplicacion por un elemento
no nulo de K) e hipersuperficies en A™(K).

Corolario 2.13. Sea I un ideal en K[X4,...,X,]. Entonces V(I) es un conjunto finito de
puntos si y solo si K[X1,...,X,]/I es un espacio vectorial finito dimensional sobre K. Si esto

ocurre, el nimero de puntos en V(I) es a lo sumo dimg (K[X1,...,X,]/I).

3. VARIEDADES AFINES

En esta seccién trabajaremos con conjuntos algebraicos afines en A™ = A™(C) para algtn n.
Un conjunto algebraico afin irreducible se dice variedad afin. En este capitulo s6lo hablaremos
de variedades afines, por tanto, las llamaremos simplemente variedades.
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3.1. Anillos Coordenados. Sea V C A™ una variedad no vacia. Entonces I(V') es un ideal
primo en K[Xi,...,X,], asi que K[X1,...,X,]/I(V) es un dominio. Denotemos por I'(V) =
K[X1,...,X,]/I(V), y le llamaremos anillo coordenado de V.

Para cualquier conjunto no vacio V, denotamos por F(V, K) al conjunto de las funciones
de V a K. El conjunto F(V,K) es un anillo: si f, g € F(V,K), (f + g)(z) = f(z) + g(x),
(f9)(x) = f(x)g(z), para todo © € V. Es usual identificar K con el subanillo de F(V, K)
consistente en todas las funciones constantes.

Si V C A™ es una variedad, una funcion f € F(V, K) se dice polinomial si hay un polinomio
F e K[X1,...,X,] tal que f(a1,...,a,) = F(a1,...,a,) para todo (a1,...,a,) € V. Las
funciones polindémicas forman un subanillo de F(V, K) que contiene a K. Dos polinomios F', G
determinan la misma funcion si y solo si (F — G)(aq,...,a,) = 0 para todo (ay,...,a,) € V,
ie, F— G € I(V). Podemos identificar I'(V') con el subanillo de f € F(V, K) consistente en
todas las funciones polindémicas sobre V. Tenemos dos importantes formas de ver un elemento

de T'(V'), como una funcién sobre V' o como una clase de equivalencia de polinomios.

3.2. Aplicaciones Polinémicas. Sean V € A" W € A™ variedades. Una aplicacion ¢ :
V — W se dice polinomial si hay polinomios T1,...,T,, € K[X3,...,X,] tal que p(a1,...,a,) =
(The(ar, ... an), ..., The(al,...,ay)) para todo (ay,...,a,) € V.

Cualquier aplicacion ¢ : V' — W induce un homomorfismo ¢ : F(W, K) — F(V, K) tomando
como @(f) = f op. Si ¢ es una aplicacion polindmica entonces ¢(I'(W)) C T'(V), asi pues ¢ se
restringe a un homomorfismo (también denotado @) de T'(W) en T'(V).

SiV=A"W=A" yTy,....,T,, € K[Xy,...,X,] determinan una aplicacién polinémica
T:A" — A™, los T; estan determinados de manera tinica por 7.

Proposicion 3.1. Sea V € A", W € A™ variedades afines. Eziste una correspondencia natural
inyectiva entre las aplicaciones polinémicas ¢ : V. — W y los homomorfismos ¢ : F(W,K) —
F(V,K). Cualquier tal ¢ es la restriccion de una aplicacion polindmica de A™ en A™.

Una aplicacién polinémica ¢ : V' — W es un isomorfismo si existe una aplicaciéon polinémica
Y : W — V tal que Yoy = 1y, potp = lyy. La proposicién anterior muestra que dos variedades

son isomorfas si y solo si sus anillos coordenados son isomorfos (sobre K).

3.3. Cambios de Coordenadas. Si T = (T1,...,T,,) es una aplicacion polinémica de A"
en A™ y F es un polinomio en K[Xj,...,X,,], denotamos FT = T(F)= F(T,...,T,,). Para
ideales I y conjuntos V en A™, IT denota el ideal en K[X1,..., X,] generado por {FT|F ¢ I}
y VI ={T-1(V)=V{IT)|I =1(V)}.SiV es una hipersuperficie de F, V7 es la hipersuperficie
de FT (si FT no es constante).

Un cambio de coordenadas afin en A™ es una aplicacion polindémica T' = (Ty,...,T,) : A" —
A™ tal que cada T; es un polinomio de grado 1, y tal que T es inyectiva y suprayectiva.

3.4. Funciones racionales y anillos locales. Sea V' una variedad no vacia de A™, I'(V') su
anillo coordenado. Como I'(V') es un dominio, podemos formar su cuerpo cociente. Este cuerpo
se denomina cuerpo de las funciones racionales sobre V, y se denota K (V). Un elemento de
K (V) es una funcidn racional sobre V.

Si f es una funcién racional sobre V, y P € V, decimos que f esti definida en P si para
algunos a,b € I'(V), f = ¢, y b(P) # 0. Notar que hay multiples formas de escribir f como
cociente de funciones polindémicas; f esta definida en P si es posible encontrar un “denominador”
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para f que no se anule en P. Si I'(V) es un DFU, sin embargo, existe esencialmente una tnica
representacion f = ¢, donde a y b no tienen factores comunes, y f estd definida en P siy solo
si b(P) # 0.

Sea P € V. Definimos Op(V) el anillo de las funciones racionales sobre V' que estan definidas
en P. Es facil comprobar que Op(V) es un subanillo de K (V') que contiene a T'(V): K C T'(V) C
Op(V) C K(V). El anillo Op(V) se llama anillo local de V en P. El conjunto de puntos P € V
donde una funcién f no esta definida se llama el conjunto de polos de f.

Proposiciéon 3.2.

1. El conjunto de polos de una funcion racional es un subconjunto algebraico de V.
2. F(V) =Npey = OP(V)

a

Sea f € Op(V). Podemos definir el valor de f en P, escrito f(P), como sigue: si f = ¢ con
a,beT(V)yb(P)#0, f(P) = Z((zljg (se puede comprobar que es independiente de la eleccion de
ayb). Elideal mp = {f €= Op(V)|f(P) = 0} se llama ideal mazimal de f en P. Es el nucleo
del homomorfismo evaluacion f — f(P) de Op(V) sobre K, asi pues Op(V)/mp (V) es isomorfo
a K. Un elemento f € Op(V) es una unidad de Op(V') si y sélo si f(P) # 0, por tanto tenemos

que mp (V) = { no-unidades de Op(V)}.

Lema 3.3. Las siguientes condiciones sobre un anillo R son equivalentes:

1. El conjunto de las no-unidades de R forma un ideal.

2. El anillo R tiene un 1inico ideal mazimal que contiene a todos los ideales propios de R.

Un anillo que satisface las condiciones del lema anterior se llama anillo local; las unidades son
aquellos elementos que no pertenecen al ideal maximal. Hemos visto que Op (V') es un anillo local,
y mp(V) su tnico ideal maximal. Estos anillos locales juegan un importante rol en el estudio
moderno de las variedades algebraicas. Todas las propiedades de V' que dependen s6lamente de

un “entorno” del punto P (las propiedades "locales”) quedan reflejadas en el anillo Op(V).

3.5. Propiedades locales de curvas planas: Multiplicidad de un punto en una curva.
Sea F una curva plana de grado n, P = (0,0) € A%Z. Queremos definir la multiplicidad del punto
P en F. lo denotaremos mp(F'). Descomponemos F' = F,,, + F,,,11 + - - - + F,, como producto de
polinomios homogéneos F; € K[X,Y] de grado i. Definimos la multiplicidad del punto P en la
curva F de la siguiente manera, m = mp(F'). Notar que P € F si y solo si mp(F) > 0. Usando
las reglas de derivacion, es facil comprobar que P es un punto simple de F'siy sélo si mp(F) = 1,
y en este caso F) es la recta tangente a F en P. Si mp(F) = 2 el punto se llamara doble; si
mp(F))3, triple, etc. Puesto que F}, es un polinomio homogéneo en 2 variables, podemos escribir
F,, =[IL;" donde las L; son rectas tangentes a F en P = (0,0). La recta L; es una tangente
simple (resp doble, triple...) si 7; = 1 (resp. 2,3,..). Si F tiene m tangentes simples distintas en
P, diremos que P es un punto mailtiple ordinario de F. Un punto doble ordinario se llama nodo.
Por conveniencia, decimos que una recta que pasa por P es tangente de multiplicidad 0 cuando

no es tangente a ésta en P.

Ejemplo 3.4. La curva A tiene una tangente simple en el origen. La curva D tiene un nodo
en (0,0), E tiene un punto triple ordinario, mientras que C'y F' tienen un punto multiple no
ordinario en el (0,0).

1. A=Y — X2
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6. F = (X2+Y2)3—4X2y?

Sea F' = []F{" la factorizacion de F' en componentes irreducibles. Entonces mp(F) =
Sesmp(F;); vy si L es tangente a F; con multiplicidad r;, entonces L es tangente a F con
multiplicidad 3 e;r;.

Para extender estas definiciones a un punto cualquiera P = (a,b) # (0,0), vasta coger T
una traslacién que lleva el origen al punto P, i.e, T(z,y) = (v + a,y + b). Entonces FT =
F(X +a,Y +b). Definimos mp(F) como mq 0y(F7), i.e, consideramos F* = Gy, + Gpg1 +- - -,
con G; homogéneos de grado i y G, # 0, y m = mp(F). Si Gy, = [[L}*, LiouX + B;Y, las
rectas a;(X —a) + B;(Y — b) son las tangentes de F' en P.

3.6. Propiedades locales de curvas planas: Multiplicidad de interseccién de dos
curvas. Sean F, G curvas planas, P € A%2. Queremos definir la multiplicidad de interseccion de
F y G en P, la denotaremos mult p(F, G). Puesto que la definicién es bastante intuitiva, veremos
primero siete propiedades que nos gustaria que la multiplicidad de interseccion verificase. Después
veremos que sé6lo hay una posible definicién de ésta y al mismo tiempo nos da un método para
su céalculo.

Diremos que F'y G se intersecan propiamente en P si 'y G no tienen componentes comunes

que pasen por P. Nuestros requisitos son:

1. Queremos que multp(F, G) sea un entero no negativo para cualesquiera F'y G que se
intersequen propiamente en P; a su vez multp(F,G) = oo si F''y G no se intersecan
propiamente en P.

2. Queremos que multp(F,G) =0siysolosi P ¢ FNG. Que multp(F, G) dependa solo del
ntmero de componentes de F''y G que pasan por P. Y multp(F,G) =0 si F o G fueran
constantes no nulas.

3. Si T es un cambio de coordenadas afin en A% y T(Q) = P, entonces multp(F,G) =
multo (FT,GT).
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4. Que multp(F,G) = multp(G, F).
Dos curvas F', G se cortan transversalmente en P si P es un punto simple de ambas
y la recta tangente a F' en P es distinta de la recta tangente a G en P. Queremos que
la multiplicidad de interseccion sea uno cuando F'y G se corten transversalmente en P,
més en general lo que nos gustaria es
5. multp(F,G) > mp(F)mp(G), dandose la igualdad si y sélo si las curvas F'y G no tienen
rectas tengentes en P en comun.

6. La multiplicidad de interseccién deberia ser aditiva cuando tomamos uniones de curvas:

siF=][F"yG= HG?, entonces multp(F,G) = 37, ;ris; multp(F, Gj).
7. Si F es irreducible, queremos que multp(F, G) dependa sélo de la imagen de G en T'(F),

es decir multp(F,G) = multp(F, G + AF) para cualquier A € K[X,Y].

Teorema 3.5. Eziste una tinica definicion de multiplicidad de interseccion multp(F, G) definida
para cualesquiera curvas planas F, G, y todos los puntos P € A%, que cumpla las propiedades

anteriores. Estd dada por la formula

2
multp(F,G) = dimg O(;(lé)).

Notacion 3.6. Sean C; = V(F) y Co = V(G) dos curvas denotaremos multp(Cy,Co) :=
multp(F, G).

4. VARIEDADES ANALITICAS

Definicién 4.1. Una variedad diferenciable de dimension n es un espacio topologico M junto
con un atlas diferenciable, es decir una familia {(V;, U;, x;) }:c; donde

(a) {Vi}ier es un recubrimiento abierto de M.
(b) x; : U; = V; es un homeomorfismo, U; C R™ abierto.
(o) Vi,jel,x; ox;:x; '(VinV;) = x; 1 (VinV;) es C.

Observacion 4.2. Estrictamente hablando, una variedad diferenciable esta asociada cuando el
atlas es maximal, es decir cualquier aplicacion que verifique (b) y (c) es un elemento del atlas.

Un atlas (aunque no sea maximal) determina la estructura de variedad diferenciable.
A partir de este concepto se definen los de funcién y aplicacién diferenciables.

Definicién 4.3. Una funcién f : M — R es diferenciable si para todos los miembros de un atlas
{(Vi, Ui, %;) Yier se cumple que fox; :U; — R es C™.

Definicién 4.4. Una aplicacion f : M™ — N™ entre variedades diferenciables es diferenciable
siVoe € M existen x : Uy = Vo, C M ey : Upy)y — Vi) C N tales que f(Vp) C Vi) ¥y
ylofox:U, = Uf(a) €8 C™.

Para definir el concepto de variedad analitica (compleja, holomorfa) y de funciones y aplica-

ciones analiticas debemos realizar los siguientes cambios:

= Reemplazamos R™ por C" en la Definicion 4.1(b).

= Reemplazamos C* por holomorfo en la Definicién 4.1(c) y en las Definiciones 4.3 y 4.4.

Propiedades 4.5. Recordemos algunas definiciones y propiedades de las funciones holomorfas.
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(01) Una funcién f: U — C, U C C™ abierto, es holomorfa si es continua y si es holomorfa en
cada variable.

(02) Una aplicacion f: U — V, U C C*, V C C™ abiertos, es holomorfa si cada componente
lo es.

(0'3) Las funciones holomorfas cumplen el principio de prolongacion analitica (PPA):si f: U —
C es holomorfa, U es conexo, V es abierto, ) 2V Cc U y Jiv =0, entonces, f = 0.

(04) Las funciones holomorfas cumplen el principio del médulo maximo (PMM):si f : U — C
es holomorfa, U conexo, y |f| alcanza un méaximo (relativo) en x € U, entonces f es
constante.

(05) Las funciones holomorfas cumplen férmulas de tipo Cauchy.

Definicién 4.6. Una variedad analitica compleja de dimension 1 se llama superficie de Riemann.

5. PLANOS PROYECTIVOS

El primer ejemplo que nos viene a la cabeza de variedad analitica es obviamente C" (tomando
como atlas la identidad). En general, si X es una variedad analitica y V' C X es un abierto, V
también es variedad analitica.

El primer ejemplo no trivial es el espacio proyectivo. Si V' es un C-espacio vectorial, entonces:
P(V) := {L C V subespacio vectorial |dimL =1} =V \ {0}/ ~, w~v & w=2A,\ecC"

Denotaremos P" := P(C"*1); la clase de equivalencia de (zg, 21, ..,7,) € C*T1\ {0} se denota
[€o : 21 : -+ : zp] (coordenadas homogéneas). Dos elementos en coordenadas homogéneas son
iguales si estas son proporcionales y no tienen sentido las coordenadas homogéneas nulas.

Como espacios topolégicos, consideramos su topologia cociente; es facil ver que P™ es Hausdorff
y la aplicaciéon

n
Y S* = {(xg, 1, .. 2,) € CMTL Z lz;|? =1} — P,
j=0
V(Xo, X1,y Ty) = [T i X1 ¢ -+ Ty, demuestra que P™ es compacto.

Dado j € {0,1,...,n}, denotamos U; := {[zg : 1 : --- : &,] € P" | z; # 0}. Recordemos
que el valor de x; no estéd bien definido en coordenadas homogéneas, pero si su nulidad o no. Es
inmediato ver que U; es abierto y que P" = (Jj_, U;.

Consideremos [zg : z1 : - -+ : ] € Uj; como x; # 0, tenemos

[o:zy iy = [xox;1 : xm;l R ATy

1.1. -1, . -1
climjay ey 1,

lo que permite establecer una biyeccion ¢; : C* — Uj;, ya que las restantes coordenadas estan

determinadas.
Es inmediato comprobar que Uy NU;y = {[zg: 21 : - : xp] € P | zoz1 # 0} y que
0o UoNUh) =7 (UoNUL) = {(y1,--.,yn) € C" | y1 # O}.
Ademas:
-1
_ _ 1 _ _ _
Wisesyn) P Lryn o) = [ Loy T (0 S weur sy ).

Observamos que el cambio de carta es holomorfo; para los deméas cambios de carta se procede

analogamente y tenemos que P™ es una variedad analitica.
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6. CURVAS ALGEBRAICAS PLANAS

Consideremos un polinomio f € C[z,y]. La curva plana afin asociada a f es Cy := {(z,y) €
C? | f(x,y) = 0}. Apoyados en el teorema de la funcién implicita, consideramos

(S ) # <o,o>}.

Proposicién 6.1. Con las notaciones anteriores, C} es una superficie de Riemann.

Ci = {(:c,y) € Cy

Estudiemos lo que ocurre en P2. Si f(z,y,2) € C[z,y, 2], dado [z : y : 2] € P?, la expresién
f(z,y,2) no tiene ningun sentido, ya que en general, si t € C*, f(tx,ty,tz) # f(z,y,2). Hay
polinomios que sin cumplir la igualdad estan mejor situados para este problema.

Definicién 6.2. Un polinomio F(zg,1,...,2y) es homogéneo de grado d si es suma de mono-
mios de grado d.

Observacion 6.3. Esta definicién equivale a pedir que F(txg, txy,. .., tx,) = t4F (zo, 21, ..., 7).
En este caso, aunque sigue sin tener sentido evaluar F'(z,y, z) en coordenadas homogéneas, si
que lo tiene considerar si el valor es cero o no.

Definicién 6.4. Dado F(x,y, z) € C[z, y, z|, polinomio homogéneo, la curva proyectiva asociada
aFesCrp:={[z:y:2] €P?| F(z,y,2) =0}

Proposicion 6.5 (Identidad de Euler). Sea un polinomio F(xg,x1,...,2,) homogéneo de gra-
do d, éste verifica:
" OF
—— =dF
Z ]&vj
7=0

Por analogia con el caso anterior, denotaremos

C}:z{[m:y:z]ec

OF OF OF
(G2 G ), G ) # (o7o,o>}.
Proposicion 6.6. Con las notaciones anteriores, C5. es una superficie de Riemann.

Demostracion. Debemos construir un atlas para C%. Vamos a encontrar cartas cuyo dominio
contenga cualquier punto y luego veremos que los cambios son analiticos. Sea pg := [zo : Yo : 20);
supongamos que zg # 0 y denotemos a := 1:020_1 yb:= yozo_l.

Denotemos f(xz,y) := F(z,y,1). Veamos que Cy N U, = C}. Es obvio que C;. N U, = C}.

Ademas, se tiene:
of _OF of _OF
8x(‘r7y)_ 61‘ (‘T7y7 ]-)7 8y($7y)_ 8],/ (mvya ]-)

0 0 oF
oG ) + G (@) + ) = d fla)

Con estos datos deducimos la igualdad Cy NU, = C7}. Utilizando la Proposicién 6.1, tenemos
dos posibles tipos de cartas:

x> [z:h(z): 1], y—[h(y):y:1].

Una situacién anéloga se da para U, y U,. Es facil ver que los cambios de carta son holomorfos.
Si tenemos una carta del tipo z — [z : h(z) : 1] y otra del tipo z — [h(z) : 1 : 2], obtendremos:

z [zh(x) 1) = [zh(x)™' 1 h(z) ™) = h(z) ™t
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Las demés funcionan igual. O

Observacion 6.7. En la demostraciéon hemos visto que una curva proyectiva es uniéon de tres
curvas afines. Una curva afin también determina una curva proyectiva. Sea f(x,y) € Clz,y]
un polinomio de grado d; la homogeneizacion de este polinomio es el polinomio F(z,y,z) :=
zdf(f, ). Observemos que F(z,y,1) = f(z,y). Si Cy es la curva afin asociada a f, entonces Cp

es la proyectivizacion de CY.

Descompongamos f(x,y) := Z?:o fi(z,y), f; polinomio homogéneo de grado j. Entonces, es

facil ver que F(z,y,z) = Z?:o fi(z,y)zd=7.

Definicién 6.8. Dado F(z,y, z) € C[z,y, z] polinomio homogéneo, la curva proyectiva asociada
aFesC:={x:y:2] €P?|F(z,y,2) =0}.

Definicién 6.9.

Sing F' := {[m:y:z]ec

oF oF OF
(ax('r7 Y, 2)7 aiy(xa Y, Z)a g(ly Y, Z)) - (07 07 O)} .
Definicién 6.10.

RegF:{[x:y:z]GC

(5 o) G @), 5 ) # (o,o,o>} .

7. RECORDATORIO: HOMOGENEIZACION Y DESHOMOGENEIZACION

Sea f € C|x,y] un polinomio de grado d y consideremos el polinomio F(z,y,z) := zdf(f, 7),

veamos que F' es un polinomio homogéneo:

= Sea f =3, ;<4ai;'y’, entonces:

= Se cumple:
F(xayvz) = Z aijziyjzdi(i+j)7
i,j<d
F(tz, ty,tz) = Z aijt”jer*(Hj)ziyjzd*(”j) =tiF(z,y, 2).
,j<d
Definicién 7.1. En el caso anterior a I se le llama homogeneizacion de f. Reciprocamente si
F' es un polinomio homogéneo, entonces el polinomio f(z,y) = F(x,y,1) se denomina deshomo-

geneizacion con respecto a z.

Observacion 7.2. Cabe remarcar ciertas observaciones:

1. Si d := deg f entonces deg F' = d.

2. Ademséssi F' € Clzg, 21, 2] es un polinomio homogéneo tal que F(zg,x1,z2) # 0 entonces
deg F' = deg F(xg,x1,1) = deg f.

3. Si F es el homogeneizado de f = F(xq,z1,1) # 0.

4. Sea f un polinomio cualquiera f = fi, + fr,+1+ -+ fa,, con f; polinomios homogéneos
de grado 4, y sea g = gi, + gko+1 + - - - + ga,- Consideremos ahora el polinomio h = fg =
SriGrs + -+ fa19do = Mg + .- Rdy4dy, SL kL S dvy, ko <doy k1 + ke = ks = di + do
entonces k1 = dy y ko = ds.
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Usaremos las observaciones anteriores para demostrar el siguiente lema que nos sera de gran

ayuda para demostrar el teorema de Bézout.
Lema 7.3. Sea f € Clz,y|, entonces f es irreducible si y solo si F es irreducible.

Demostracion.

(=) Si F = GH, siendo G y H polinomios homogéneos con degG > 1y deg H > 1, como
F(zg,21,0) # 0= G(x0,1,0)H(x0,21,0) # 0,
entonces por la segunda observacion degg = degG > 1 degh = deg H > 1 y por tanto
F(zg,21,1) = f(zo,21) = G(x0,21,0)H (20, 21,0) = g(xq, 21)h (20, 21)

por las observaciones del principio (F' viene de f).

(<) Supongamos ahora que f = gh con dy := degg > 1, d3 := degh > 1y dy := degf =

do + ds > 1. En este caso,
To 1

F:xglf(ia ):‘rglg(

To T1 h o T1
—, — —, —
T2 T2 T2 T2 T2 T2

— pdatds @ﬂh@ﬂ — GH
) Lo g((EQ’.’IJQ) (332’302)

por ser G la homogeneizacion de g y H la de h, y por tanto degG = degg y deg H = degh. O

8. MULTIPLICIDAD DE LA INTERSECCION Y TEOREMA DE BEZOUT PARA CURVAS
PROYECTIVAS PLANAS

Definicién 8.1 (Multiplicidad de la interseccién de dos curvas proyectivas). Sean C; = V (F})

y Co = V(F3) dos curvas sin componentes comunes,

Fy =ayzy + an,lm;“l + -+ a2 + ao,
Fy = byl + by 1258 4 - 4 byag + by,

con ap, by, # 0, b;,a; € C[Xo, X1], dega; =n —iy degb; =m — j.
Supongamos que el punto ¢ :=[0:0: 1] ¢ C;,i = 1,2 (en caso contrario, mediante un cambio
de coordenadas podemos conseguirlo), entonces Fy(q) = a, # 0y Fa(q) = by, # 0. Tomemos
un punto P = [pg : p1 : p2] € C1 NCq, y sean f1 y fa los deshomogenehizados de Fy y Fy con
respecto a xs.

Se define la multiplicidad de interseccion de dos curvas proyectivas C; = V(Fy) y Co = V(Fy)

en un punto P como:
Op(P?)

(flan)

Notar que al igual que pasaba con la definicién 3.5 esta definiciéon cumple las propiedades 3.6

multp(Cy,Cy) := dimg¢

y no depende de las coordenadas tomadas.

Teorema 8.2 (Teorema de Bézout). Si Cyi, Cy son curvas planas en ]P’% sin componentes comu-

nes, entonces

Z multp(Cy,Cs) = degCy deg Cs.

PeCiNCa
9. ESPACIOS RECUBRIDORES

En este parrafo supondremos que todos los espacios son arcoconexos y localmente arcoconexos.
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9.1. Definicién y primeros ejemplos.

Definicion 9.1. Un espacio recubridor de un espacio X es un par (X,p) que consiste en un
espacios conexo por caminos y una aplicacién continua p : X — X tal que X puede ser cubierto
por abiertos U satisfaciendo que cada componente C' de p~!(U) es abierto en X yquep|c:C —
U es un homeomorfismo.

Nota 9.2. Llamamos base a X, entorno elemental a los U anteriores, cubierta a X y fibra a
p~1(z) con x € X.

Ejemplo 9.3. Definamos p: R — S' por

p(t) = (sen(t), cos(t))
para todo t € R. El par (R,p) es un espacio recubridor de la circunferencia unidad S'. Todo

subintervalo abierto del circulo S' puede servir como entorno elemental. Este es uno de los

ejemplos mas simples e importantes.

Y

o
L
Ejemplo 9.4. Si X es un espacio arbitrario, e 2 : X — X denota la identidad, entonces el par
(X, %) es un ejemplo trivial de espacio recubridor de X. Analogamente, si f es un homeomorfismo

de Y sobre X, entonces (Y, f) es un espacio recubridor de X.

Ejemplo 9.5. Si (X,p) es un espacio recubridor de X, y (Y, q) es un espacio recubridor de Y,
entonces (X x Y, p x ) es un espacio recubridor de X x Y (la aplicacion p x ¢ esta definida por

(p x q)(z,y) = (pz,qV)).

Ejemplo 9.6. Veamos otro ejemplo relacionado con la teoria de funciones de una variable
compleja. Para cada entero n # 0 sea p,, : C — C definida por p,(z) = 2". Entonces (C—{0}, p,,)
es un espacio recubridor de C — {0}.

Definicién 9.7. Una aplicacién continua f : X — Y es un homeomorfismo local si cada punto

2 € X tiene un entorno abierto V tal que f(V) es abierto y f es un homeomorfismo de V' en

fv).
Nota 9.8. Notar que la composiciéon de homeomorfismos locales es homeomorfismo local.

Lema 9.9. Sea ()~(,p) un espacio recubridor de X, A un subespacio de X arco-conexo y localmen-

te arcoconexo, y A una arcocomponente de p~—'(A). Entonces (A, p|A) es un espacio recubridor

de A.

Planteamos dos de los problemas méas importantes de la teoria de cubiertas y que trataremos

después:
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1. Dar condiciones necesarias y suficientes para que dos espacios recubridores (Xl,pl) y
(X5, p2) de X sean isomorfos (por definicion, dos espacios recubridores son isomorfos si y
s6lo si existe un homeomorfismo h de Xl sobre Xg tal que pah = p1).

2. Dado un espacio X, determinar (salvo isomorfismos) todos los posibles espacios recubri-
dores de X.

9.2. Elevacion de caminos a un espacio recubridor.

Proposicion 9.10 (Propiedades de Elevacion). Sea p : X — X un espacio recubridor. Una
aplicacion f Y — X se dice que se eleva a una aplicacion F : Y — X si f=poF.

Lema 9.11 (Lema de Unicidad). Sea (X,p) un espacio recubridor de X, e Y un espacio conexo
y localmente arcoconexo. Dadas dos aplicaciones continuas fy, f1:Y — X tales que pfo =pf1,
el conjunto {y € Y|fo(y) = f1(y)} es vacio o es todo Y.

Teorema 9.12 (Teorema de elevacion de Caminos). Dado un camino cualquiera w : I — X y
cualquier & € p~tw(0) C X, existe una elevacion & de w que satisface @(0) = Z. Por el lema de

unicidad W es unica.

Lema 9.13. Sea (X,p) un espacio recubridor de X, y wg, wy : I — X caminos en X con el

mismo origen. Si pwy ~ pwi, entonces wy ~ wi; en particular wy y wy tienen el mismo extremo.

Lema 9.14. Si (X,p) es un espacio recubridor de X, entonces los conjuntos p~'(x) tienen el
mismo cardinal, para todo x € X. Este cardinal se denomina ntmero de hojas de la cubierta.

9.3. Grupo fundamental de un espacio recubridor.

Teorema 9.15. Sea (X,p) un espacio recubridor de X, %9 € X, y xg = p(ao). Entonces el

homomorfismo inducido p, : 7(X,50) = (X, z0) es un monomorfismo.

Teorema 9.16. Sea (X,p) un espacio recubridor de X, y x € X. Entonces, los subgrupos
pm(X, %), para & € p~'(x), forman exactamente una clase de conjugacion de subgrupos de
(X, z).

9.4. Elevacion de aplicaciones arbitrarias a un espacio recubridor.

En el parrafo anterior hemos estudiado elevacién de caminos de X a un espacio recubridor
X. Estudiamos ahora el problema andlogo para aplicaciones de un espacio arbitrario ¥ en X.
Para discutir esta cuestion, introducimos la siguiente notacion: Si X e Y son espacios topologicos,
x € X ey €eY,entonces f: (X,z) = (Y,y) significa que f es una aplicacion continua de X en YV’
y f(z) = y. Con esta notacién podemos establecer de manera concisa nuestro objetivo principal,
como sigue: Sea (X, p) un espacio recubridor de X, z € X,z = p(&),y € Y,y ¢ : (YV,y) = (X, z)

(En qué condiciones existe una aplicacion ¢ : (Y,y) — (f( , @) tal que el diagrama

(X’j)
¢/
(Y,y) lp
N
(X’ x)

sea conmutativo? Si una tal aplicacion ¢ existe, decimos que ¢ puede ser elevada a @, o que @

es una elevacién de ¢.
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Es facil obtener una condicién necesaria para la existencia de una tal elevaciéon @, por conside-
raciones sobre los subgrupos fundamentales de los espacios implicados. Pues, si suponemos que
$ existe, entonces obtenemos el siguiente diagrama conmutativo de grupos y homomorfismos:

(X, %)
@* /‘
(Y, y) b ps
N
(X, x)

Puesto que p, es un monomorfismo, la existencia de un homomorfismo ¢, : 7(Y,y) — W(X, z),
que haga conmutativo el diagrama, es equivalente a la condicién de que la imagen de ¢, esté
contenida en la imagen de p,. Esta es nuestra condicién necesaria deseada. Lo sorprendente es
que esta condicion necesaria también es suficiente.

Teorema 9.17. Sea (X,p) un espacio recubridor de X, Y un espacio conexo y localmente
arcoconexo, y € Y, x € X, y x = p(Z). Dada una aplicacion ¢ : (Y,y) — (X, z) eziste una
elevacion ¢ : (Y,y) — (X, &) si y sdlo si p.n(Y,y) C n(X, ).

Observacion 9.18. La aplicaciéon ¢ es tnica en virtud del lema 9.11

9.5. Homomorfismos y automorfismos de espacios recubridores.

Deseamos obtener informacion sobre los posibles espacios recubridores de un espacio X.

Definicion 9.19. Sean (X;,p1) y (X2, p2) espacios recubridores de X. Un homomorfismo de
(X1,p1) en (Xo,p2) es una aplicacion continua ¢ : X; — X, que hace conmutativo el diagrama
siguiente:

X, 5 X,
mnd  p2
X

Obsérvese que la composicion de dos homomorfismos es de nuevo un homomorfismo, y que,
si (X, p) es un espacio recubridor de X, entonces la identidad 7 : X — X es un homomorfismo.

Definicién 9.20. Un homomorfismo ¢ de (X1,p1) en (Xa,p2) se llama isomorfismo si existe
un homomorfismo v de (Xg,pg) en (thl) tal que las composiciones ¥y y ¢ son ambas la
identidad. Dos espacios recubridores se dicen isomorfos si existe un isomorfismo de uno sobre el
otro. Un automorfismo es un isomorfismo de un espacio recubridor en si mismo; puede ser o no
la identidad.

Observemos que un homomorfismo de espacios recubridores es un isomorfismo si y solo si es
un homeomorfismo en el sentido usual. El conjunto de todos los automorfismos de un espacio
recubridor ()N( ,p) de X constituye obviamente un grupo con la composicion de aplicaciones.
Designaremos a este grupo por A(X,p). Veamos ahora algunas propiedades basicas de los ho-
momorfismos y automorfismos de cubiertas.

Lema 9.21. Sean @y y 1, homomorfismos de (X1,p1) en (X2, p2). Si existe algin punto x € X,
tal que po(x) = p1(x), entonces po = 1.
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Corolario 9.22. FEl grupo A(f(,p) opera sin puntos fijos sobre el espacio X ; es decir, si ¢ €
A(X,p) y ¢ # 1, entonces ¢ no tiene puntos fijos.

Lema 9.23. Sean (X1,p1) y (Xo,p2) espacios recubridores de X y &; € X;, i = 1,2, puntos
tales que py(&1) = pa(ia). Entonces existe un homomorfismo ¢ de (X1,p1) en (Xa,p2) tal que

©(Z1) = Ea, siy solo si pl*ﬂ’(Xl,pl) C pg*ﬂ'(j(g,pg).

Corolario 9.24. Con las hipdtesis del lema 9.23, existe un isomorfismo ¢ de (Xl,pl) sobre

(X2,p2) tal que p(i1) = T2, si y s6lo si pram(X1,p1) = paum(Xa, p2).

Corolario 9.25. Sea (X',p) un espacio recubridor de X y &1, T2 € p~1(xg), donde vy € X.
Existe un automorfismo ¢ € A(X',p) tal que ©(Z1) = Za, si y sdlo si pl*w(f(hpl) = pg*ﬂ'(Xg,pQ).

Teorema 9.26. Los espacios recubridores (X1,p1) y (X2,p2) de X son isomorfos si y silo si
para cada para de puntos T, € X1 y &y € Xo, tales que py(&1) = pa(ia) = xo, los subgrupos
P (X1,p1) ¥ pos(Xo, p2) pertenecen a la misma clase de conjugacion en w(X, x).

Lema 9.27. Sean (X'hpl) Y (Xg,pg) espacios recubridores de X, y @ un homomorfismo del

primer espacio recubridor en el sequndo. Entonces (X1,¢) es un espacio recubridor de Xs.

Sea (X,p) un espacio recubridor de X tal que X sea simplemente conexo. Si (X',p’) es
cualquier otro espacio recubridor de X, entonces, por el lema 9.23, existe un homomorfismo ¢
de ()ﬁp) en (X",p’), y por el lema anterior, (X', ) es un espacio recubridor de X’; es decir, X
puede servir como espacio recubridor de cualquier espacio recubridor de X. Por esta razén, un
espacio recubridor simplemente conexo, tal como (f( ,p), se llama espacio recubridor universal o

cubierta universal. Por 9.26 dos cubiertas universales son isomorfas.

9.6. La accién del grupo 7(X, x) sobre el conjunto p~!(x).
Para estudiar mas a fondo el grupo de automorfismos de un espacio recubridor ()~( ,p) de X,
definimos, para cada x € X, una acciéon del grupo 7(X,z) sobre el conjunto p~!(z); es decir,

hacemos operar 7(X,z) por la derecha sobre el conjunto p~!(x).

Definicién 9.28. Sea (X7p) un espacio recubridor de X,y # € X. Para todo punto & € p~!(x)
y todo a € 7(X,x), definimos 7 - & € p~!(z) como sigue: en virtud de los lemas 9.12 y 9.13,
existe una unica clase de caminos & en X tal que p,(@) = a y el origen de & es el punto Z.
Definimos Z - @ como el extremo de la clase de caminos a.

Nota 9.29. Se cumple que (Z-a)- =2 -(a-5)yT-1=1.
Lema 9.30. El grupo n(X,z) opera transitivamente sobre el conjunto p~!(x).

El conjunto p~!(z) es un 7(X, z)-espacio homogéneo por la derecha. A partir de esta definicion
vemos inmediatamente que, para todo punto & € p~!(z), el subgrupo de isotropia correspon-

diente a este punto es precisamente el subgrupo p,ﬂr(X, Z) de (X, z). Por tanto, como 7(X, x)-
(X, x
espacio a derecha, p~1(x) es isomorfo al espacio de clases laterales ﬁ’ y el numero de
P (X, &
hojas del espacio recubridor es igual al indice del subgrupo p.7(X, Z).
Tenemos ahora el siguiente importante resultado, que establece una conexién entre el grupo

de automorfismos de un espacio recubridor y la accién de 7(X,z) sobre p~!(z).
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Proposiciéon 9.31. Para todo automorfismo p € A(f(,p), todo punto @ € p~'(z) y todo o €
(X, z),

P(T - o) = (¢7) -«
es decir, cada elemento ¢ € A(X,p) induce un automorfismo del conjunto p~'(z), considerado
como un (X, x)-espacio por la derecha.

Ahora podemos determinar completamente la estructura del grupo de automorfismos A(X' ,D)-

Teorema 9.32. Sea (X,p) un espacio recubridor de X. Entonces, el grupo de automorfismos,
A(X',p), es naturalmente isomorfo al grupo de automorfismos del conjunto p~'(z), r € X,

considerado como w(X, x)-espacio por la derecha.

Corolario 9.33. Para todo punto x € X y todo & € p~*(x), el grupo de automorfismos A(X',p)
Np.m(X, )]

es isomorfo al grupo cociente —
(X, T)

Definicién 9.34. Sea (X',p) un espacio recubridor de X, diremos que es regular si p*w(fQ z) 4
(X, x)

Observacion 9.35. Observar que la condicién anterior es independiente de la elecciéon del punto
z €pt(z).

Corolario 9.36. Si (X,p) es un espacio recubridor reqular de X, entonces A(X,p) es isomorfo
(X, z)

(X7 parax € X y i € p~1(x) cualesquiera.

al grupo cociente

\./
\./

Corolario 9.37. Sea (f(,p) un recubrimiento universal de X . Entonces, A(f(,p) es isomorfo a

7(X), y el orden del grupo w(X) es igual al nimero de hojas del espacio recubridor (X, p).
9.7. Espacios recubridores regulares y espacios cociente.

Lema 9.38. Sea (X,p) un espacio recubridor de X. El grupo de automorfismos A(X,p) opera

transitivamente sobre p~1(x), x € X, si y sdlo si (X,p) es un espacio recubridor regular de X.

Es consecuencia inmediata del teorema 9.16 y del corolario 9.25.

Consecuencia de este lema es que, si (X,p) es un espacio recubridor regular de X, entonces

X es naturalmente homeomorfo al espacio cociente ————.
A(X,p)

Proposicion 9.39. Sea Y un espacio topoldgico conexo y localmente arcoconexo, y G un grupo
propiamente discontinuo de homeomorfismos de Y. Designemos por p: Y — Y/G la proyeccion
natural de Y sobre su espacio cociente. Entonces (Y,p) es un espacio recubridor regular de Y /G,
y G =A(Y,p).

10. SERIES FORMALES

Nota 10.1. En este apartado denotaremos:
n X =(Xq,...,X5).
n v=(V1,..., V).
w XV = (X X
= vl =+t ).
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Definiciéon 10.2. Se define el anillo de las series formales C[[X]] como:
ClX):={f=)_ a,X"|a, € C}.
veN™

Definicién 10.3. Se define la parte homogénea de grado d de una serie formal f como:

Definicién 10.4. Se define la parte polindémica de grado < k de una serie formal f como:

k
9= g
d=0

Nota 10.5. El anillo C[[X]] es una extension de C [X].

Propiedades 10.6.
1. Si feC[X]]= fa, fF) € C[X].
2. Se define la suma de series formales como:
f+g:= Z (ap +0,)X".
veNn

3. Se define el producto de series formales como:

oo

Fo= (> fran)-

d=0 k+i=d
4. La serie f la puedo ver como f =" fa.
Definicién 10.7. Diremos que dos series formales f, g son iguales si:
=9 fa=gaVd

Definicién 10.8. Definimos el orden de una serie formal como:

ord f o {minddlfa # 0} sip#0
0 sif=0
Propiedades 10.9. Tenemos que:

= ord(fg) =ord f + ord g.
= ord(f + ¢g) > min{ord f,ord g}.

Demostracion. Al sumar dos series f y g, si tienen el mismo orden d, puede ocurrir que
fa = —ga y al sumar queda ord(f+g¢) > min{ord f,ord g}. Si las dos series tienen 6rdenes

distintos, entonces ord(f + g) = min{ord f, ord g}.

= Tenemos C [[X]] es un dominio de integridad y que m := {f € C[[X]]|ord f > 1} es el

unico ideal maximal.
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Observacion 10.10. Sea f € C[[X]], ¢; € C[[X]] entonces f(g1,...,9n) € C[[X]] si ord g; > 0.

Proposiciéon 10.11. Las unidades en el anillo de las series formales son:

ClX]]" = {f € C[[X]]|ord f = 0}.
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Proposiciéon 10.12. Probar que los elementos del anillo de las series formales que no son

unidades constituyen un ideal que es mazimal.
Proposicién 10.13. Una serie formal f € m* < ord f > k.

Definicién 10.14. Definiremos la norma de una serie formal de la siguiente manera:

[f]l = ord f.

Definicién 10.15. Una sucesion de series formales {f,,} converge a una serie f si para todo k
existe un cierto ng € N tal que f — f, € m* ¥n > ng.

Definicién 10.16. Una sucesién de series formales es de Cauchy si para todo k existe un cierto
no € N tal que f,, — fm € m” Vn,m > ng.

Lema 10.17.

(i) Npey m® = {0} (m ideal mazimal).

(ii) Toda sucesion de Cauchy es convergente.
Observacion 10.18.

1. Sea f € C[[X]],g; € C[[X]] entonces f(g1,...,9n) € C[[X]] si ordg; > 0.
En las condiciones anteriores f(*)(g) € C[[X]] por ser C[[X]] un anillo.
Se cumple que ord(f*)(g)) > f*) (V).

Lo anterior también se puede ver como ord Y;(g) > 1.

Sea 0 << I, ord(f®)(g) — fO(g)) > k + 1.

CUk W

Definicién 10.19. Definimos el anillo de las series convergentes de la siguiente manera:

C{X}:={f= Za,,X” e C[[X]]|3p = (p1,---,pv) € CL, tal que Z la,|p” converge}.
veNn

Nota 10.20. Notar que C[X] c C{X} C C[[X]].

Definicién 10.21. Sea f € C[[X]], se dice general en X,, (de orden k) si ord(f(0,...,0,X,)) <
oo(= k).

~

Nota 10.22. Denotamos X = (X1,...,Xp—1)-

Definicién 10.23. Una serie formal f se dice de Weierstrass (de grado k) si f € C{X}[X,], es
decir f = X¥ + a1 X1+ + a1 X, +ag con a;(0) =0, a; € (C{)?}

Lema 10.24. Sea 0 # f € C[[X]], y k := ord f, entonces existe una transformacion X,, =Yy,
X; =Y.+ Y, de modo que g(Y) = f(X(Y)) es general en'Y,, de orden k.

Teorema 10.25 (Teorema de division de Weierstrass). Sean f,g € C[[X]] con g general en X,
de orden k, entonces existe un tnico q € C[[X]] y un tnico r € C[[X]][X,] con degx 7 < n
tal que

f=ag9+r.

Teorema 10.26 (Teorema de preparacion de Weierstrass). Si f € C[[X]] es general en X,, de
orden k, entonces f = up, donde u es una unidad en C[[X]] y p es un polinomio de Weierstrass

de grado k. Ademds la descomposicion es inica.
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Ejemplos 10.27. Veamos algtin ejemplo:

1. Sea f = X?4+X3 = X?(1+X) donde (1+X) es una unidad, en este caso Ju’ tal que V()N
u’ =V(X*) N0 ((V(f),0) = (V(X?),0)).
2. Sea f=X? Y + X3~ XY = (X2 Y)(1 +X).

Teorema 10.28 (Teorema de la funcién implicita). Si f € C[[X,Y]] con f(0) =0y % # 0,
entonces eziste una unica ¢ € C[[X]] tal que ¢(0) =0 y f(X,p(X)) =0.

Nota 10.29. Los resultados anteriores para series formales también valen para series conver-

gentes.

Teorema 10.30 (Teorema de sistema de funciones implicitas). Sean fi,..., fm € C[[X,Y1,..., Y]]
ofi : .

con f;(0) =0y0 # Jac(f,Y) ’0 = det ( f (0)) , entonces exristen unas Unicas ©1,. .., Pm €
Y 1<i,j<m

C[[X]] tales que ©;(0) =0 (p; no son unidades) y fi;(X,p) =0.

Corolario 10.31. Sean g1,...,gm € C[[Y]] con ¢;(0) =0 y Jac (g,Y) |0 # 0, entonces f — f(g)
es un isomorfismo.

Ejemplo 10.32. Sean:
Yi=X X5 _
1= A1 X,—1 g9

Yo=Xo - X+ X} =g

1
Notar que X1 =1+ Xy + X7+ X2+ ... es unidad.

Se cumple que g¢;(0) = 0.

1 X > 2) Xy 1 0
Jac(97Y)|o: 2 2(2n=oln + 2)XE) = =1
—2X, 4 3X? 1 Lot
Teorema 10.33 (Teorema de continuidad de las raices). Sean D' := {(z1,...,2,-1) € C"7}||z;| < p; },

y E = {y € C||ly| < p}. Sea f holomorfa en D' x E (polidisco), supongamos que existe 0 < r < p
tal que fy, : E — C tal que y — f(x0,y) no se anula en r < |y| < p. Entonces eziste un k € N
tal que Vx € DY, f, tiene exactamente k ceros en E (con multiplicidad).

Lema 10.34 (Lema de Hensel). Sea f € C[[X]][Y] normalizado (a, =1),
fOY)= (Y —C)M ... (Y = C)r.

Entonces existen unos inicos fi,...,fr € C[[Y]] tal que f = f1...f, donde degy f; = k; y
£:(0,Y) = (Y — Cy)F.

Teorema 10.35 (Teorema de division de Study). Sea f € C(X) irreducible y g € C(X) tal que
V() cVig) = flg-

Teorema 10.36 (de descomposicion en componentes irreducibles de un germen de hipersuper-
ficie analitica). Sea f € C{X} entonces

V() =V({f)u---uV(f),

con V(f;) irreducible, de manera inica.
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11. DIVISORES EN VARIEDADES LISAS

Sea M una variedad analitica compleja conexa lisa de dimensién n, no necesariamente com-
pacta. Denotaremos &' (M) el conjunto de funciones holomorfas globalmente definidas en M
(O(M) = C si M es compacta). De la misma manera, denotaremos &*(M) el conjunto de las

funciones globalmente definidas que no se anulan nunca.

Definicién 11.1. Una familia divisorial en M es una familia {(U;, f;)}icr donde {U;}icr es un
cubrimiento abierto de M y f; : U; --+ C es una funcién meromorfa Vi € I tal que Vi,j € I,
el cociente ]Jf—; define una funcién holomorfa en C*. Dos familias divisoriales son equivalentes
si su unién es una familia divisorial. Un divisor en M es una clase de equivalencia de familias
divisoriales. Las funciones f; se llaman las ecuaciones locales del divisor. El conjunto de divisores
se denota Div(M).

Normalmente identificaremos una familia divisorial con el divisor que inducen y por abuso de
notacién la llamaremos divisor. Se pueden establecer diferentes relaciones de equivalencia entre
divisores. Consideremos dos divisores en M refinando los recubrimientos podemos suponer que

estos son comunes a ambos.

Definicién 11.2. Dos divisores D = {(U;, fi)Yier v E = {(U, gi) }ier son linealmente equiva-
lentes si existe una funcion meromorfa h : M --» C tal que g; = hy, f;.

Definicién 11.3. Sean D = {(U,, fi) Yicr, E = {(Ui, gi) yier € Div(M).
1. El divisor suma D + E es el representado por {(U;, fig:) }ier-

El divisor nulo es el representado por la funcién constante 1 en M.
El divisor —D es el representado por {(Ui, fi)} .
i) Jier

El divisor D se dice efectivo si todas las funciones f; son holomorfas.

DA

Un divisor efectivo es irreducible si no se puede poner como suma de dos divisores efectivos.

Propiedades 11.4. Tenemos las siguientes propiedades.
(1) D+0=D.
(2) Un divisor es nulo si y solo si es de la forma {(U;, f;)}icr con f; : U; — C* holomorfa.
(3) Si D = {(Ui, fi)}icr es un divisor y h € 0*(M), entonces {(Us, hjy, fi)}ier también
representa a D.

(4) El conjunto de divisores Div(M) es un grupo abeliano.

Teorema 11.5. Un divisor D es combinacion entera localmente finita de divisores irreducibles.
Es decir, existen divisores irreducibles {D;}jc tal que D se puede escribir formalmente como
ZjeJ n;D;, con nj € Z, ¥j € Z. La igualdad formal significa que existe un cubrimiento abierto
{Ui}ier de M tal que D = {(U;, fi j }ier y:

(a) fi,; € O(U;) yVa € U;, el germen de f; ; en x es un elemento irreducible de 0.

(b) #{j€J|n; #0,fi; ¢ 0*(U;)} < o0.
(c) Si fi; € 0*(Uj), entonces f; ; = 1.
)

(d) La funcion meromorfa que define D sobre U; es [ ;c; fzn;

Ejemplo 11.6. Veamos algunos ejemplos de divisores.
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(a) M esun disco A en C. El conjunto de divisores de A es el cociente de &(A) por la accién
multiplicativa de &*(A). La razén principal es que todo divisor esta representado por una
funcién meromorfa global. Lo mismo ocurre para bolas o polidiscos en dimension superior.

(b) Si M es una superficie de Riemann compacta, el conjunto de divisores se identifica con
el grupo abeliano libre de base los puntos de M. Para dimensién superior, la base son
las hipersuperficies. En el caso compacto, la suma formal a la que hace referencia el
Teorema 11.5 es una suma de verdad.

Definicién 11.7. Si expresamos D como una suma formal } . ;n;D;, con nj € Z y D;
irreducible, entonces el soporte de D es Supp(D) := UjeJ Dj; el divisor reducido asociado a D

es la suma formal an 20Dy
Proposicion 11.8. FEl soporte de un divisor es cerrado en M.

Denotaremos Div®(M) el subgrupo de los divisores de soporte compacto. Se trata del grupo
libre de base los divisores irreducibles de soporte compacto.

Podriamos haber considerado en lugar de Div®(M) el grupo abeliano libre engendrado por las
hipersuperficies compactas de M. En el caso que nos ocupa en el que M es liso, ambos conceptos
coinciden. Si consideramos Div(M ), se puede identificar con un grupo engendrado por uniones
localmente finitas de hipersuperficies, con identificaciones que provienen de la geometria.

12. SINGULARIDADES COCIENTE
Denotamos 4 €l grupo ciclico de orden d visto como subgrupo multiplicativo de C*. Sean
k1,...,k, € N tales que med(kq, ..., ky,d) = 1.
Definicién 12.1. La accion de pg sobre C™ de tipo (d; k1, ..., ky) es la definida por

k kn
gd : (1'1» s ,(En) = (gdlxla s 7£d xn)
Notaciéon 12.2. Denotaremos X (4.1, ... k) €l espacio cociente de C™ por esta accion.
Nota 12.3. Notar que los espacios X4k, ,....k,) son variedades afines.

Observacion 12.4. Sea | € N tal que mcd(l,d) = 1. Entonces las acciones de tipo (d; k1, ..., ky)
y (d;lkq,...,lk,) son equivalentes. Ademaés, basta considerar k; mad d.

Ejemplo 12.5. En el caso n = 1, tenemos mcd(k;,d) = 1; denotemos k := k. La aplicacion

X(a;k) — C dada por [z] — z?¢ esta bien definida y es un isomorfismo.

d
Ejemplo 12.6. Estudiemos el caso n = 2. Supongamos que r := mcd(ke,d) 1. Sea e := —.
r

Consideremos la siguiente accion del subgrupo u, de puq ({£°|€ € pal})

&5 (z,y) = (€Fa,y).

La accion es de tipo (r;eky,1). La aplicacion X(,.ex, 1) — C* dada por [(z,y)] — (2",y) es un
isomorfismo. Observemos que el cociente X 4.1, ,) es isomorfo al cociente de X ,.cx, 1) = C? por
la accion de g/, = pe. Este tltimo isomorfismo esta dado por [£4] — &)). Fijemos [£4] € pa/pr
y [(#,y)] € X(reh,,1)- Tenemos el siguiente diagrama:

a) - [, )] — [, ehy)
! J

£ (2", y) (€ ar, €57 )
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La accion resultante de p. es de tipo (e; k1, kr—?) Es decir X (d; ky, ko) = X(e_k1 kg Por tanto,
basta que estudiemos acciones de tipo (d; k1, k2) tales que med(d, k;) = 1,4 =1,2.
Estos cocientes tienen una singularidad aislada en la imagen del origen. La razén es que

(0,0) € C? es el tinico punto en el que la accién no es libre.

Ejemplo 12.7. Siguiendo un razonamiento similar al caso anterior, en el caso n = 3 basta que
estudiemos acciones del tipo (d; k1, ko, k3) tales que med(k;, kj, d) = 1, siempre que 1 <14 < j < 3.
En este caso, la imagen del origen siempre es singular. La imagen del i-ésimo eje coordenado es
singular si y sélo si r; := mecd(k;,d) > 1. Basta observar que en la clase de [(z,0,0)], x € C*, la
accion es del tipo (rq1;1, k1, k2), es decir, localmente el cociente es D x X(;, i, k,), donde D es
un disco de C

13. GRADUACIONES DE ANILLOS
Sea K un cuerpo de caracteristica 0 y denotemos B := K [z, y, 2].

Definicién 13.1. Una N-graduacidn de B es una descomposicion B = @, _y B; de espacios

i€N
vectoriales sobre K de dimension finita, donde ademés B; < (B, +) subgrupo cumpliendo que
BiBj - Bi-‘rj'

Definicién 13.2. Una graduacion positiva de B es una N-graduacion

B=PB;

ieN
tal que By = K.
Definicién 13.3. Diremos que un polinomio f # 0 es homogéneo respecto de una graduacion
Bsi f € Uy Bi-
Nota 13.4. Si f € B; entonces el grado de f es i.
Ejemplo 13.5. Sean (a,b,c) € (N\{O})3, existe una tnica graduaciéon positiva de B tal que
T € By, y€ By y 2 € Be:

B= @ B,

neN
con B,, = K-espacio vectorial generado por {z'y’z¥| ai + bj + ck = n}.
Notacién 13.6. Denotaremos (B, (a, b, c)) al anillo B dotado de esta graduacion.

Definicién 13.7. Dado (a,b,c) € (N\{0})* definimos el plano proyectivo ponderado de pesos

w = (a,b,c) :

P(a,b,c) := Proj (B, (a, b, c))
Nota 13.8. Posteriormente daremos una nocién més intuitiva de plano proyectivo ponderado.

Definicién 13.9. Sea S := @izo S; un anillo graduado, definimos Proj S como el conjunto de

los ideales primos homogéneos que no contienen a Sy := P, Si-

Nota 13.10. Si A es un anillo, tenemos que P% = ProjA[xo,...,x,]. En particular P? =
Proj Clzg, x1, z2].
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¢Cuéndo tenemos que Pqp ) = Py pr or)?

Proposicion 13.11. Tenemos:
1. Si (d/,0,c) es una permutacion de (a,b,c) entonces (B, (a,b,c)) = (B,(d,V,c)) =
Plase) = P e
2. Sin>0= ]P(a,b,c) = ]P)(na,nb,nc)-

3. Si tenemos que mcd(a,b,c) = 1, tomamos o = med(b,¢), S = med(a,c) y v = med(a,d)
a b ¢
id Y, d)y=—,—,— |. Ent P 2Py o).
y consideramos (a ) 5 o’ af ntonces P(q p.c) (a1 )
Corolario 13.12. Dado un plano proyectivo ponderado con peso w = (a,b,c) podemos suponer
que a, b y ¢ son primos dos a dos.
Ejemplo 13.13.

3
" Poe,s) = Ps,1,4)-

2 3
= Pr12,20,30) = P6,10,5) = Py = P2
Teorema 13.14. Sea X wun plano proyectivo ponderado. Entonces existen (a,b,c) € (N\{O})3

tal que X = Py y (a,b,¢) son primos entre si dos a dos. Ademds (a,b,c) son dnicos salvo

permutacion.
En general tenemos:

Proposicién 13.15. Dos espacios proyectivos P, . 5y, P(g.....q.) SOn isomorfos si se cumplen
alguna de las siguientes propiedades:

1. Si (qo,---,qr) es una permutacion de (po, ..., Dr)-

2. Si existe n > 0 tal que (qo,--.,q-) = (npo, ..., NPy)-

3. Si tomamos:

» dj = med(po, - ., Pim1,Dit1s- - Pr)-

L] ai:mcm(do,...,di_l,di+1,...,dT).
= a = mcm(dy,...,d,).

bPo P1 Pr
" (QOa"'7Qn): <77"'7>'

apg aq Q-

Entonces P, P(qo,....ar)- Notar que a;|q;, med(a;,d;) =1 y que a;d; = a.

05eeesDr)?
Demostracion. La demostracién se encuentra en el articulo "Weighted projective varieties” de
Igor Dolgachev. O

Corolario 13.16. Si asumimos que ¢; = a; para i = 0,...,7 entonces Py . oy = P". (Esto

mem(po,...,Pr)

ocurre, por ejemplo, cuando todos los numeros son coprimos). Notar que en el caso

r =1 si tenemos dos nimeros primos entre si p y q entonces P, .y = P.

14. POLINOMIOS CUASIHOMOGENEOS

Definicién 14.1. Diremos que un polinomio f € R[x1,...,x,] es w-cuasihomogéneo de grado

d siendo w := (q1,...,qn) € Z™ o simplemente, cuasihomogéneo de pesos (q1,. .., ¢,) cuando:
fTzy, ..t x,) = tf (2, .., xp).

Nota 14.2. Notar que f es de la forma f(x) = > yn GaX® con aq € R, a = (a1,...,00) y
2 igs = d.
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Teorema 14.3. Sea K un cuerpo de caracteristica 0. Un polinomio no nulo f € Klxq,...,x,]

es cuasithomogéneo de pesos (ki,...,kn) y grado d si y sdlo si satisface la siguiente ecuacion

kjx;—— = df.
Z it (’)xj f
Jj=1
Demostracion. Sabemos que cuando f es cuasihomogéneo de grado d, es de la forma:

E Aoyt i

kiai+-+kpan=d

diferencial parcial de Euler:

Por tanto
n n
af o
. . — . . . . . Otl “ .. a] 1 DR [e2 e
E kjx; . E kjx; E kjo;x0017 T, " =
j=1 J j=1 kyo -tk an=d

= Z (kroq + -+ + kpan)aga] - anr = df
kiai+-+kpan=d

Para probar el reciproco escribimos el polinomio f como f = fg4, + -+ fa4,, donde los f4, son
cuasihomogéneos de grado d, con pesos ki, ..., k,. Entonces, como ya hemos probado,

- 0
ijxjai =difa, +--+drfa,.
i=1 i

Puesto que ahora f satisface la ecuacion diferencial de Euler, se sigue que dy fq4, +-- -+ d, fa, =
dfa, + -+ + dfa., y por tanto, comparando coeficientes (la caracteristica de K es 0), r = 1y
d = dy, asi que f es cuasihomogéneo. O

0
Nota 14.4. Si D representa el operador diferencial parcial D = Z;‘L=1 ijja—, el teorema
Ly

anterior se lee D f = df y es fécil observar que se tiene D" f =d" f.

Sean p, q,r € N y consideremos f € C[z,y] un polinomio cualquiera, tomemos f = f(z?,y?)
de grado d y consideremos el polinomio F(zP,y9,z) := zdf(f, ), entonces F es un polinomio

homogéneo, y si las potencias de z que aparecen en F' son miiltiplos de r entonces podemos

construir el polinomio F'(x,y, z) := F x%,y%,z% que serd cuasihomogéneo de pesos w = (p, q, 7).
&

Definicién 14.5. En el caso anterior a F' lo llamamos cuasihomogeneizacion de f (siempre que
ésto sea posible). Reciprocamente si F' es un polinomio cuasihomogéneo, entonces el polinomio

flz,y) = F(x,y,1) lo denominamos cuasideshomogeneizacion con respecto a z.

Notacién 14.6. Cuando no haya lugar a confusién y trabajemos con polinomios cuasihomo-
géneos usaremos los términos homogeneizacion en lugar de cuasihomogeneizacion y deshomoge-
neizacion en lugar de cuasideshomogeneizacion.

15. EspAcios PROYECTIVOS PONDERADOS

Seaw := (ko, k1,...,k,) € N**1 tal que med(w) = 1. Diremos que w es un peso. Consideremos
la siguiente accion de C* en C™*1\ {0}:

te (20,21, 2n) = (%020, tF1 21, . 1P 2y)

que denotaremos t - x
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Definicién 15.1. El espacio proyectivo ponderado P" de peso w es el cociente de C"*1\ {0}
por la accion anterior de C*.
Para representar este espacio utilizaremos coordenadas w—cuasihomogéneas [zp : z1 : - :

Zn)w, donde
[20:21 0t ZnJw = [tTP20 1t 2y 1 - 1 P 2y),, tE€C

Para entender la estructura analitica de este espacio (fuera de los puntos interseccion de
los ejes nuestro espacio es isomorfo a C™) utilizaremos falsas cartas siguiendo una construc-
cién analoga a la del espacio proyectivo usual. Consideremos los abiertos U,, C P7' cuyos
puntos son aquellos cuya coordenada w-cuasihomogénea i-ésima es no nula, es decir U,, :=
{[z20:21:+-: 1) o -+ ¢ znlw|z; € C}. Consideremos la aplicacion

Ve 2 C" = U, W9 (2z1,..0,20) = [z :20 001Gy oot 2w
Nuestra aplicacién \Ifgi no es inyectiva y por tanto no tiene inversa. De ahi que no podamos

usar las "cartas tradicionales” con nuestros espacios proyectivos ponderados para dotarles asi de
una estructura analitica como la vista en la seccién 4. De hecho tenemos que

~ ~ k. .
\I';’i(xl,...,xn) = \I"Zj,(yl,...,yn) < 3 &, € p,; tal que y; =&z, 1<j<n

i

Observemos que de manera natural surge una aplicacion Vg tal que:

o)
U,, CP — (kiskoss ki ki)
(re)! Z;
[z0:21: 12zn] V> [(m,,j77(z;h>]
(2i) % ‘ zi) i
Si tomamos [zp : 21 : -+ - : 2] € U,,; como z; # 0, tenemos
20 2
[ZO:ZI:"':ZTL]: m7...717...7 ?’Lkin ,

. . ., w . R
lo que permite establecer una biyeccion \Ilzj : X(ki;ko,..,ki,...,kn) — U.,, ya que las restantes
coordenadas estdn determinadas.

s . .. ~ . . w .
Es fécil observar que trivialmente W% induce pues un isomorfismo W%, : X ko k1....okn) — Us,
y por tanto podemos considerar P, como una variedad analitica con singularidades cociente.
Notar que los cambios de cartas son isomorfismos en los anillos locales de cada punto. En
la siguiente seccién describiremos con detalle los anillos locales en los distintos puntos para los

planos proyectivos ponderados.

Ejemplo 15.2. Consideremos el cason = 1, w := (p, q), con mcd(p, ¢) = 1. En este caso tenemos
un isomorfismo tal que P, = P. El isomorfismo esta definido por

[ :ylo — [2?:yP)].
Vamos a considerar ahora tnicamente el caso n = 2. Sea w := p,, py, Dz, gedw = 1.

Ejemplo 15.3. Denotemos d, := mcd(py,p.), dy := mecd(pg,p,) y d. := mecd(py,py). Como

. x . Dy
Da> Py ¥ D- son coprimos, tenemos que ¢, := € Z. Lo mismo ocurre con g, :=
dyd, dyd,

q, = dpfi . Ademaés v := (¢s, gy, ¢-) cumple que sus componentes son dos a dos primos entre si.
zQy
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El plano proyectivo ponderado P? esta cubierto por tres cartas. Estudiemos la primera de

ellas, es decir, la que corresponde a U, := {[1:y: z]u|y, z € C}. Para esta carta tenemos un
isomorfismo
Ut Xpeipyps) = Us ()]~ [1:y: 2],

Podemos probar el siguiente resultado.

dy

Proposicion 15.4. La aplicacion X, . ) — X(q, dada por [(z,y)] + [(x%,y%)], estd

?‘h/v(Iz)’
bien definida y es un isomorfismo analitico.

Demostracion. Consideremos (y,z) € C* y &,. € p,.. Como elementos de X,

Y Y dady
[(y, 2)] = [(&p2y, €7 yp, 2)]- Observemos que &2 = (5:%) % y 0= = (&)=,

Observemos que gﬁjdydz € pg,. Por tanto, las imagenes de [(y, 2)] y [(&Yy, £P=y,, 2)] son :

iPysPz) tenemos

[(ydyazdz)] y [( Eydyvgpzypmzdz)] en X(q,:q,,q.)-

Deducimos que la aplicacién estd bien definida. Es més, como p, y d, son primos entre si,

P, = { aedudz e € . } Por tanto se trata de un isomorfismo. O

Corolario 15.5. La aplicacion P2 — P2 dada por

[z:y: 2], [z :yy o 2%]

vy

es un isomorfismo.

16. CurvAas EN PLANOS PROYECTIVOS PONDERADOS

El plano proyectivo ponderado P2 esta cubierto por tres cartas. Para la primera de ellas, es

decir, la que corresponde a U, := {[1 : y : z]u|y, z € C}, tenemos un isomorfismo que denotaremos
Ve Xpip, ) = Us (y,2)] = [1:y: 2w

(analogamente con las otras dos cartas).

En esta seccién consideraremos polinomios cuasihomogéneos sin componentes comunes F} y
F, de pesos w = (py, py, p-) € N3\ {0} y las curvas asociadas a éstos, C; = V(Fy) y C2 = V(Fy)
en P2 = Proj(B, (ps, py,p-)). Si tomamos P := [(z0, Yo, 20)] € C1 N C2 definiremos mas adelante
la multiplicidad de interseccion de las dos curvas en dicho punto y la denotaremos multp(Cy,Cs).

Notar también que a partir de ahora, cuando trabajemos con anillos locales locales lo haremos
de forma analitica en vez de algebraica, como hemos hecho en la seccion de variedades afines, es
decir, en vez de tomar por ejemplo, Op(A?) = Clz, ylon, € C{z,y} tomaremos como O,(A?) =

C{z,y}.

Definicién 16.1. Entenderemos por divisor de Weyl sobre una variedad algebraica X a una
combinacién lineal entera de subvariedades de codimensién 1.

Definicién 16.2. Entenderemos por divisor de Cartier sobre una variedad algebraica X la
definicién 11.1

Definicién 16.3. Si C C P2 es una curva irreducible, entonces existe F' € B homogéneo e
irreducible tal que C = V(F'). Definimos el grado de C, degC := degF (degF = i donde
F e Bl)
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deg: Div(X) — Z
Yo aiCi — Y a;degC;

Notacién 16.4. Sea P2, denotaremos e := mem(p,, py,p.) siendo w = (p;, py,p>). Notar que
e = DPgPyP. ya que podemos suponer sin pérdida de generalidad por el resultado 13.14 que

Dz, Py, P> son primos dos a dos,

Consideremos las siguientes aplicaciones:

¢: PA\{ryz=0} — P2\ {zyz =0}

[x:y: 2] —  [xPeocyPy o 2Pe],
La aplicacion ¢ es una cubierta regular de p,p,p. hojas. En caso de tomar ¢ : P2 — P2
lo que nos queda es una cubierta ramificada que ramifica en los puntos situados en los ejes.
La aplicaciéon ¢ induce ¢* que es un morfismo del anillo de coordenas del plano proyectivo
ponderado al anillo de coordenadas del plano proyectivo. Por ejemplo, si tomamos el
polinomio 2% — y3 + 22 cuyo lugar de ceros es una curva que vive en P?I,Z?)) tenemos que

¢* (25 — 3% + 22) = 28 — y® + 25 que da lugar a una curva en el plano proyectivo.

et € — Xy
(z,y) — ()]
El par (C?,4,) es una cubierta del espacio X(p.ipa.p,) (se construyen de forma andloga
las cubiertas para X, .p. 5.0 Y X(p,ips.p.))-

Nota 16.5.

= Notar que dado F' un polinomio cuasi-homogéneo de pesos (pz,py,p), la aplicacién ¢*
lo lleva a un polinomio F' que es homogéneo.

= Notar también que la aplicacién ¢* conserva grados.

= Sean C; y Co € P2 tal que C; = V(Fl) y Co = V(Fy) con Fi,Fy € (B,(ps,py,p=))

y sean Fy = ¢*(F}) y Fg = d)*( € (B (1 1,1)), denotamos C; = V(F}) y Co =
V(F;). Sabemos que ¢~ f:’ € P?| ¢(P P} es un conjunto finito. Tomemos
P eV(F,NF,), entonces si P € ¢~ (P) = P € V(F| N Fy) =C; NCa.

Observacion 16.6. Notar que:
= Para todo P; € ¢~ (P) tenemos que mult 5 (Cl,Cg) mult 5 (Cl,Cg) La demostracién es
obvia y proviene de la propia definicién de cublerta en un punto
= Sabemos que
O(c2,(ap)) = C{u, v},
el anillo de las series convergentes en u y v, siendo u = x +a y v = x + b; por comodidad
lo denotaremos C {z + a,y + b}. Por tanto

O((C2,(a,b)) ~C {:C +a,y+ b} .

= Si por ejemplo tenemos [(a,b)] € X con ab # 0 entonces,

(Pz5pzsPy)

O Xty ipempllat))) = {0z +a,y+b) € C{z+a,y+0}[h(&ra+a, &y +b) =h(z +a,y+b)} = .
C{x+a,y+ b}

1%
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El ultimo isomorfismo proviene de que localmente (en un entorno del punto lo suficiente-
mente pequeno) nuestra aplicacion \Ifg{i es un isomorfismo.
= Sib=0y a#0(resp a =0y b+#0) entonces,

OXipipempl@o))) = {h(z+ay) € Clo+a,y} [M(Ere +a,&y) = h(z +a,y)} = .
C{z+&a,y} 2Cl{z+a,y}

1%

= Si estamos en la intersecciéon de dos ejes por ejemplo y = 0, z = 0 tenemos

O(X(pm:py,pz)v[(oao)]) = O(X(pm;py,pz))

siendo O X(painyve) el anillo de las funciones sobre X )> es decir:

PziPyPz
O(X(P1§Pyvpz)) = {f € (C{yVZH f( 551/» 5?3) = f(y,z) con fp: = 1} .

Notacién 16.7. Sean C; y Co C P2 tal que C; = V(F) y Co = V(G) y P € C; NCs, denotaremos
k:=#{o"(P)}.

Definicién 16.8. Definimos la multiplicidad A de la interseccion de dos curvas C; y Co C P2

en un punto P € P? de la siguiente manera:

1 - -
multﬁ(Cl,Cg) = g Z multﬁ(Cl,Cg).
Pep=1(P)

Definicién 16.9. Sean C; = V(F}) y Co = V(Fy) C P2 y P € P2 que suponemos de la
forma P = [(z9,0,1)] € P?

2 consideramos p := [(zo,yo)] = ¥¥(P), el punto visto en la carta

adecuada, y sean f; y fo los deshomogeneizados de Fy y Fy (con respecto a la tercera variable)
respectivamente, entonces definimos la multiplicidad B de la interseccion de dos curvas C; =
V(F)) y Ca = V(Fy) C P2 en un punto P € P2 de la siguiente manera:

dim C{z+z0,y+yo}

mult2(Cy, Cy) = (f1 ($1+dffo, y+ y%:)i{{;%(;}‘f' 0,y + 9o))
ITZ " (fl(m?y)’ fg(l’, y))

En caso de que la tercera coordenada de nuestro punto P fuera nula, elegiriamos una coordenada

si p no es el origen de X, ., 0 9.

si p es el origen de X, .. )

no nula de éste y procederiamos de forma anéloga a lo anterior.

Definicién 16.10. Sean f y g dos funciones polinémicas (respetan la accién) de X, ., ».) €n

C. Definimos la multiplicidad de la interseccion de f y g en un punto p € X( como:

PPy Pz)

O(X(pz iPyPz ))

(f,9)

Definicién 16.11. Sean C; = V(F}) y C2 = V(Fy) C P2 y P € P2 que suponemos de la
forma P = [(z9,y0,1)] € P?

w?

mult,(f, g) ;== dim

consideramos p := [(x0,y0)] = V¥(P), el punto visto en la carta
adecuada, y sean fi y fo los deshomogeneizados de Fy y Fy (con respecto a la tercera variable)

respectivamente. Sea f; € O( tal que

X(pzipa Py [(z0,y0)])

}\» = fl si fl = O(X(Pz#’a:apy)’[(x()vy())])
fipz sifi ¢ O(X(pz;pz,py)v[(xmyo)])

(Notar que V(f;) =V(f;) i=1,2)
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Definimos la multiplicidad C de la interseccion de dos curvas C; = V(Fy) y Co =V (Fy) C P2,
en un punto P € P2 de la siguiente manera:

Ox,,., R R
dim — e AW G E oy = g
o (£,9)
1 X(p2ipa,py)s[(Tos .o ~
multS(Cr,Cy) 1= 4 L dim — S wmre e lCos0l) 5 g
pz (f:9)
(X PziPx Py 7[( ) )]) R . -~ .
d ( A/)\ Z0,Y0 S1f1:f1 nyZf%7
P2 (£,9)

En caso de que la tercera coordenada de nuestro punto P fuera nula, elegiriamos una coordenada
no nula de éste y procederiamos de forma analoga a lo anterior.

Nota 16.12. Notar que las definiciones 16.8, 16.9 y 16.11 estan bien definidas en el sentido de
que no dependen de la carta que elijamos, ya que los cambios de cartas son isomorfismos en los
anillos locales.

Lema 16.13. Sean f y g € C{x,y?}, consideremos los ideales I := C{x,y} < f,g >y J :=
C{x,y?} < f,g >, entonces tenemos que

C{x,y} N @ {x y7}
7=0

Demostracion. Tenemos una descomposicion del anillo de las series convergentes

C{z,y} = @yjc{m,yq}

Jj=0

tal que

Clz,y} — @oy/C{z,y%)
f — (fos-- -, fq—1)

con f; € yC{x,y1}. Dado que fy g € C{z,y?} tenemos que
q—1
- @
3=0
y se sigue que

C{x y} gqea {x y'}
7=0

O

Proposicion 16.14. Las definiciones 16.8 y 16.9 de multiplicidad son equivalentes, es decir
mult3(Cy, Cy) = multZ(Cy, Cy).

Demostracion. Sean C; = V(F) y Co = V(G) C P2 y P € P2 y supongamos sin pérdida de

generalidad que nuestro punto es de la forma P = [(zh*, y0", 257)] € P2. Vamos a distinguir tres

Casos:
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» Supongamos que nuestro punto es de la forma P = [(z5*, y5", 25)] € P2 con xoyozo # 0.

En este caso tenemos que

1 -
multa(Cy,Cs) = > multp(Cr,Co)
PxPyP= Bes—1(P)
T z 5 - . C 5
_ DPaPyp mult5(C1, Cz) = dim . {SC—l;:Bo y+yo} . .
PaDyD (f(zP= + 20", yPv 4+ 0" ), g(@Pe 4+ 207, yPv + yp"))

C{x+x10)$7y+ygy}
(flx+aby+yp), 9z +2b", y +y5"))

[1*

dim

Notar que la dltima igualdad se debe a que ¢ induce un isomorfismo de espacios vectoriales:

Clz+af y+y} = C{z+zo,y+yo}
1 — 1
—  aPr + gt = (x+xo)u
— yP 4y = (y+yo)v

T+ xp°
Y+ y

con u y v unidades del anillo de las series formales y por tanto nos queda que:

Clz+af" y+y} =, Cl{z+x0,y+yo}
ha+z0"y+yo') —  h(x+z0,y+ o)

= Supongamos que nuestro punto es P = [(z5, 4", 28%)] con xoyozo = 0 pero con dos
componentes no nulas, por ejemplo P = [(«}, 0, 25*)]. En este caso la cubierta ¢ ramifica

y tenemos que

1 _
mult$(Cy,Cy) = Z mult 5(Cy,C2)
PxPyD=z Pes1(P)
Tz 5 5 ]- . i
_ PP (G Ga) = - dim C{z + z0,y}

pzpypz py (f(xpz + xgm I ypy), g(xpx + xom I ypy))
C{x+ b, y}
(f(z+26",y), 9(x + 257, y))

= dim

Notar que la dltima igualdad se debe a que la aplicaciéon

1 — 1
T+ aph” — a4 ab" = (2 + zo)u
Y — Y

es un isomorfismo, y que, por otra parte tenemos que

C{z + zo,y} 6

1
(f(xlh —+ xg”’ypy)7 g(pr. —+ xg”’ ypy))

12

-1
13 pé} y C{z + zo,yPv}
j=0 (f(l'pl— + 1'01' , ypy)’ g(xpj_ + :EOI , ypy))
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y por tanto
y—1
. C{l’+ﬂ?0,y} _ . " 7 (C{x+x07ypy}
dim o Ta = dim EB Y P P
(f(xpm + xO aypy)mg(xpm + xO ’,ypy)) =0 (f(xpl + .7}0 7ypy)’g<xpz + .’L'O 7ypy))
-1
" . j C{x+x07ypy}

dimy’ .
@ (f(xp; J'_mlo)i,ypy)’g(xpl. +x0 ypy))

C{x+I0ay}
(f(xp,; +xngy)7g(xpl +£L'0 72/))

= p,dim

» Supongamos que nuestro punto es P = [(0,0, z57)]. En este caso tanto la cubierta ¢ como

la cubierta v ramifican y la situacion que tenemos es:

1

mult}g(Cl,CQ) = DoDuD Z multp((fl,ég)
VRS Peg1(pP)
1 -~ 1
= mult 5(Cy,C2) = dim Ciz,y}
PaPyP= PaDyDz (f(zP=,yPv), g(zP=, yPv))
N 1 C{x,
= —dim {z.y}

Dz (f(x,y),g(x,y))

Notar que la dltima igualdad se debe a que

C{z,y} 16,13 péal péél vy C{aP=, yPv}
(f(ajpan’ypy)’g(xpz’ypy) - Prd — xp:c7ypy),g(xpw7ypy))
y por tanto:
Pyl /ps—1 Pe Py
(f (@Pe, yPv), g(aP=,yPv)) o0 iy (f(apesype), g(ae, yPv)
G_B 65 dim 2"y’ St iad) =
Py xpw7ypy)7g(xpw,ypy)>
. {x, y}
= pgpy,dim ————

YU (f(my), g(x,y)

Proposicion 16.15. Sean f, g € Clz,y] C C{z,y} tal que med(f,g9) =1 y n € N entonces:

Clz,yy o (" 9)
(f.9) — (f"*h9)

Demostracion. Consideramos la siguiente aplicacion:

Clz,y} (f™,9)
(9 (g
h] —  [f7h)

Veamos que ¢ es un isomorfismo:
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C{z,y}

(f.9)
tomando w = 4 C C{z,y} tenemos que h = uf + wg, y por tanto [h] = [0]. Asi pues el

tal que f*h € (f"*1 g), en este caso f"h = uf" +ogy

» Inyectiva. Sea [h] €

niicleo de la aplicaciéon es nulo y por tanto la aplicaciéon es inyectiva.

n
= Suprayectiva. Claramente la aplicacion es suprayectiva ya que todo [h] € m es de
)9
. Cla,y}
la forma [h] = [f™u] (notar que f no divide a u) y me basta tomar [u] € o)
g
O
Lema 16.16. Sean f, g € Clz,y] C C{xz,y} tal que mcd(f,g) =1 y n € N entonces:
(/™. 9) (f,9)
Demostracion. Sabemos que si tenemos una cadena de espacios vectoriales sobre K
0CH CHyC-- CH,=V
con Hji'l = K, entonces dim V = ndim K. Construimos la siguiente cadena
n—1 n—2
oc U ha) e oo (fg) o Clny)
(f*.9) (f*9) (fr9) = (f.9)
y aplicando el tercer teorema de isomorfia y la proposicién anterior 16.15 tenemos que
(f"" 9 ,
(fm9) L (")
[CAEY ) BN AT
(f".9)
y por tanto
(f".9) (f.9)
O

Proposicién 16.17. Sean p € C?, f, g, h € Oy(A?) = Clz,ylm, € C{xz,y}, f y g sin

componentes comunes. Tenemos que:

080 0,8 | O,(a)
ooy = gy T

Demostracion. La demostracion de esto se encuentra en el libro de Fulton, seccién 3.3 teorema

dim

3, apartado 6. Notar que al coincidir

2 C
dim OP(A ) = dim [x’y]m” = dim C {x,y}j
(f,9) (f.9) (f,9)
ésto nos da de manera directa nuestro resultado en series convergentes. O

Corolario 16.18. La definicion 16.11 es equivalente a las definiciones 16.8 y 16.9.

Definicién 16.19. Definimos la multiplicidad de la interseccion de dos curvas C; = V(Fy) y
Cy = V(Fy) C P2 en un punto P € P2 de la siguiente manera:

multp(Cy,Cy) := mult>(Cy, Ca) = mult? (C1, Co) = multS(Cy, Ca)
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Teorema 16.20 (Teorema de Bézout para planos proyectivos ponderados). Si Cy, Co son curvas
planas en P2, sin componentes comunes, entonces

1
Z multp(Cl,Cg) = gdegcl degC2.

PeCi1NC2
Demostracion.
1 .

> o multp(Cr,C) = > ;Z mult 5(Cy,Ca) | =
PeCiNCa PeCiNCa Peco—1(P)

1 s = 1 - -

= - > multp(Cr,C) = = degCr deg Gy =
13661052

1
= - degCy degCs.
O

Sea F' un polinomio cuasihomogéneo tal que F' =[], F/", con F; polinomios irreducibles. Su
divisor asociado es >, n;V(F;) := >, niC;

Definiciéon 16.21. Dedinimos la multiplicidad de interseccion de dos divisores en un punto
P c P%w de la siguiente manera:
rnultp(z n;C;, Z m;C;) = Z n;m; multp(C;,C;).
i J 2V

Dicha definicion generaliza la ya dada en curvas sin componentes miiltiples.

Nos interesaria saber quién juega el papel de recta en los planos proyectivos.

En el plano proyectivo, las rectas son las inicas curvas que, por el teorema de Bézout, cumplen
que, siendo C,. = V(F), con F polinomio homogéneo de grado 1:

> multp(C,C,) = degC degC, = degC.
PeCNC,

Esto nos da pie a la siguiente definicién:

Definicién 16.22. Diremos que la curva C C P2, con pesos w = (P, Py, P=), €s una recta del

plano proyectivo ponderado si C = V(F) con F un polinomio cuasiohomogéneo de la forma:
F := axPvP> 4+ ﬂypmpz + ,yszpy_

Con la definicién anterior, las rectas son las dnicas curvas del plano proyectivo ponderado

que, por el teorema de Bézout, cumplen que, siendo C, = V(F), con F la ecuacién de una recta:

1
> multp(C,Cr) = = degCdegC, = degC.
PeCnNC, €

17. EJEMPLOS

Ejemplo 17.1. Sean F = y — 2?2 y G = z — 22 dos polinomios cuasihomogéneos de pesos
w = (1,2,3). Tomemos las curvas C; = V(F) y Co = V(G) ambas en P%1,2,3)' Calculemos la
multiplicidad de interseccion de C; = V(F) y Co = V(G) en el punto P = [1: 1: 1],. Notar que
P es el tnico punto que pertenece a la interseccion de C; y Co ya que todos los puntos soluciéon
de F'y G son de la forma [t : t2 : 3], =t - [1:1:1],.

Calculemos multp(Cq,Cs) de las tres formas vistas:
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= Definicién 16.8
Vemos que ¢~ (P) = {[1 SN R | DI R 3 M U B ) I D I A U EE IR A B I 52}}
con &3 =1, F=y?— 22y G = 23 — z3; asi pues nos queda:
multy.1.13, (C1,Co) = % ) Z multp(él,ég) = g =1.
Pegp=1(P)
= Definicién 16.9
Nuestro punto P = [1: 1 : 1], es liso y podemos elegir la carta que queramos, tomamos
la carta g : Uy — X(1;2,3). Deshomogeneizamos con respecto a la primera variable y nos
queda que f =y —1y g =2 —1 con el cambio de variables z = z+ 1, y = y + 1 nos
llevamos el punto p = (1,1) al origen y tenemos que:
Cly.zy _
(,2)

mult[lzlzl]w (Cl, CQ) = dim

= Definicién 16.11
Alser P=1[1:1: 1], liso, podemos elegir la carta que queramos, tomamos por ejemplo
la segunda carta 11 : Uy — X(2;1,3), haciendo el cambio de coordenadas x = z+1, z = 2+1

llevamos el punto (1,1) al origen y nos queda que f = —2? —z, g = z — 23 — 322 — 3,
por tanto:

O(xe, C
mult(y.1.1), (C1,C2) = dim GGG {z.2} =1.

(f,9) - o (x(1 —z),z — 23 — 322 — 32)
Notar que en este caso el punto es liso y 16.9 y 16.11 son exactamente iguales.
Asi pues se cumple el teorema de Bézout para Planos Proyectivos Ponderados ya que:
1= > multp(C1,Ca) = édegcl degCy = %6 =1.
PeCiNCy
Ejemplo 17.2. Sean F = x y G = y. Tomemos las curvas C; = V(F) y Co = V(G) ambas

2
en ]P’(273,5).

P=1[0:0:1],. Notar que P es el unico punto que pertenece a la interseccion de C; y Cy ya que

Calculemos la multiplicidad de interseccion de C; = V(F) y C2 = V(G) en el punto

todos los puntos solucién de F' y G son de la forma [0:0: ¢, =¢-[0:0:1],.
Calculemos multp(Cy,C2) de las tres formas vistas:

= Definicién 16.8
Vemos que ¢~ 1(P) = {[0:0:1]}, con F =22y G = y3; asi pues nos queda:
multo.:1], (C1,Co) = % ) Z multﬁ(él,ég) = % = %
Pegp—1(P)
= Definicién 16.9
Nuestro punto P = [0 : 0 : 1], s6lo lo podemos ver desde la carta ¢ : Us — X(5.2.3)-

Deshomogeneizamos con respecto a la tercera variable y nos queda que f =z y g =y:

1. CH{z, 1
mult[O:O:l]w (ClaCQ) = 5 dlm({x’y?;} = £

= Definicién 16.11
Nuestro punto P = [0 : 0 : 1], s6lo lo podemos ver desde la carta v : Uy = X(5,03),
tenemos que f = 2° y § = y°, por tanto:
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OXp2o)l00)] . OXpas) 11C{a°%zy,y°} 1

Itig.0.11.. (C1,C2) = di =dim ——— = - ———— = = — |
it (G C) = dm =0 ) Ve TR GRS
Asi pues se cumple el teorema de Bézout para Planos Proyectivos Ponderados ya que:
1 1 1 1
- = Z multp(Cth):—degcldegCQZ—-6:f.
5 [ 30 30 5

Ejemplo 17.3. Sean F = 2% — % — 22 y G = (23 — 2)(2? — y). Tomemos las curvas C; = V(F)
y Co = V(G) ambas en P%l,2,3)' Calculemos la multiplicidad de interseccién de C; = V(F) y
Co =V(G) enlos puntos P=[1:0:1], yQ =[1:1:0],. Notar que P y Q son los tnicos
puntos que pertenecen a la intersecciéon de C; y Co ya que todos los puntos solucién de F'y G
son de la forma [t: 0: 3], =t-[1:0:1], o delaforma [t:t*:0], =t -[1:1:0],.
Calculemos multp(Cy,C2) de las tres formas vistas:
= Definicién 16.8
Vemos que ¢~ (P) = {[1:0:1],[1:0:¢],[1:0:&%]} con & =1, F =28 —y0 — 26
y G = (2% — 23) (2% — y?), sean f = 20 + 62° + 152 + 2023 + 1522 + 62 — 30 y g =
x® + 5zt + 102® — 23y + 922 — 322y? + 3z — 3xy? resultado de deshomogeneizar con
respecto a z y aplicar un cambio de coordenadas, asi pues nos queda:

1 5 4 3 .. C{x,
mult[lioil]w (C1,C2) = 6 Z mUItp(Cl,Cg) = 5 dim (Ec g’t,)j} =
Peg=1(P) ’

6 (28 4 62 + 152+ + 2023 + 1522 + 62 — yb, x)
_ 3gmClmy 3. o
6 (yS, x) 6
= Definicién 16.9
Nuestro punto es P = [1: 0 : 1], podemos elegir la primera o la tercera carta, tomamos

la carta g : Up — X(1;2,3). Deshomogeneizamos con respecto a la primera variable y nos
queda que f =1—y3—22y g = (1—2)(1—y) con el cambio de variables 2 = z+1,y =y
nos llevamos el punto p = (0, 1) al origen y tenemos que:

mult(;.0.1], (C1,C2) = dim m =3
= Definicién 16.11
Nuestro puntoes P = [1: 0 : 1],,, podemos elegir la primera o la tercera carta, tomamos
la carta 1o : Up — X(1,2,3)- Haciendo el cambio de coordenadas y =y, z = z + 1 llevamos

el punto (0, 1) al origen y nos queda que f = y> + 22 +2zy g = 2z(1 — y) , por tanto:

O(X(112,5),1(0,1)] C{y, 2}
multi..q7. (C1,C2) = dim Q2320 — dim - =3
o (G, C2) (f.9) (2, 4% + 2% + 22)
Calculemos ahora multg(Ci,Cs) de las tres formas vistas:

= Definicién 16.8
Vemos que ¢~ 1(Q) = {[1:1:0],[1: —=1:0]}, F=a%—¢0—20y G = (23— 2%) (2> —¢?),
sean f = —y5 —6y° — 15y* — 2093 — 15y%2 — 6y — 26 y g = —y% — 2y + 2392 + 223y resultado
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de deshomogeneizar con respecto a x y aplicar un cambio de coordenadas, asi pues nos

queda:
1 - 2 C
mult(;.1.q), (C1,C2) = = Z mult 5(C1,C2) = — dim ly. 2} =
6 & 6 (f.9)
Pegp=1(P)
2am Sy 26
6 (y,2%) 6
= Definicién 16.9
Nuestro punto es Q@ = [1 : 1 : 0], podemos elegir la primera o la segunda carta,

tomamos la carta ¢ : Uy — X(1,23). Deshomogeneizamos con respecto a la primera
variable y nos queda que f =1 —y3 — 22y g = (1 — 2)(1 — y) con el cambio de variables
y=y+ 1, 2=z nos llevamos el punto ¢ = (1,0) al origen y tenemos que:

Cly, 2}

Itr1.1.01. (C1,Co) = di = 2.
multia. (G, C2) = dim (y,9° — 3y? — 3y — 22)
= Definicién 16.11
Nuestro punto es @ = [1 : 1 : 0],, podemos elegir la primera o la segunda carta,

tomamos la carta g : Ug — X(1,2,3). Haciendo el cambio de coordenadas y = y+1, z = z
nos llevamos el punto ¢ = (1,0) al origen y nos queda que f = y> —3y> — 3y — 2% y
g=(1-2)(y) ,por tanto:

O l00] _ 4o C{y, 2}
(f,9) (y,y3® — 3y? — 3y — 22)

Asi pues se cumple el teorema de Bézout para Planos Proyectivos Ponderados ya que:

=2

mult;.y.0), (C1,C2) = dim

1 1
5=3+2= E multp(Cy,Cs) = — degCy degCo = —6-5 =5.
6 6
PeCiNCa

Ejemplo 17.4. Sean F = y(2° — y® — 2?) y G = z(2? — y). Tomemos las curvas C; = V(F)
y C2 = V(G) ambas en P%172,3)' Calculemos la multiplicidad de interseccion de C; = V(F) y
Co=V(G)enlospuntos P=[0:0:1],,Q@=[1:1:0],y R:=[0:1:1],. Notar que P, Q y R
son los tnicos puntos que pertenecen a la interseccion de Cy y Co ya que todos los puntos solucion
de F y G son de la forma [0:0:¢], =t-[0:0:1],, de la forma [t:¢?:0], =t-[1:1:0], o de
la forma [0: —t2: ¢3], =¢-[0: —1:1],.
Calculemos multp(Cq,C2) de las tres formas vistas:
= Definiciéon 16.8
Vemos que ¢~ (P) = {[0: 0 : 1]}, con F = ¢?(2% — 30 — 26) y G = 2(2 — 9?); asi pues
nos queda:

1 -1
multigo.), (C1,C2) = ¢ 3 multp(Cl,Cz):fdimM:I.

6 3,92
seoi(p) (=%, y?)
= Definicién 16.9
Nuestro punto P = [0 : 0 : 1], s6lo lo podemos ver desde la carta v : Uy — X (3,1 2).
Deshomogeneizamos con respecto a la tercera variable y nos queda que f = y(2® —y> —1)
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y g=xz(z® —y):
1 .. C{x,y 3
mult(o.:1), (C1,Ca) = 3 dlm(x{3,y)} =3= 1.
= Definicién 16.11
Nuestro punto P = [0 : 0 : 1], s6lo lo podemos ver desde la carta ¢y : Uy — X(3.1,9),

tenemos que f = f3 vy § = ¢3, por tanto:

OX(3:1,2)):( 0) dim O(X<3;1,2>) 11 C{zsaxyayg} _ 91 1

(f.9) (f.9) 33 (f’.¢%) 9
Calculemos ahora multg(Cy,C2) de las tres formas vistas:
= Definicién 16.8
Vemos que ¢~ 1(Q) = {[1:1:0],[1: =1:0]}, F =3?(2% — 4% — 25) y G = z(2® — ¢?),
sean f = —y®—8y” —28y5 —56y° —70y* —561° — 4225 —27y% —2y20 —6y—20y g = —y* -2y
resultado de deshomogeneizar con respecto a x y aplicar un cambio de coordenadas, asi

multg.0.1),, (C1,C2) = dim

pues nos queda:

1 N C
multp, (C1,C) = = Y multp(Cy,Co) = = dim {y.2} _
6 s 6 (f.9)
Pe¢=1(P)
6 (%) 6
= Definicién 16.9
Nuestro punto es @ = [1 : 1 : 0],, podemos elegir la primera o la segunda carta,

tomamos la carta ¢ : Uy — X(1,2,3). Deshomogeneizamos con respecto a la primera
variable y hacemos el cambio de variables y = y + 1, z = z con el que nos llevamos el
punto ¢ = (1,0) al origen y nos queda que f = (y+ 1)(—y> —3y? — 3y — 2?) y g = (y),
tenemos que:

Cly, 2}

Iti1.1.01,(C1,C2) = di =2.
multiol, (€1, C2) = dimn (y, —y* — 3y* — 3y — 2?)
= Definicién 16.11
Nuestro punto es @ = [1 : 1 : 0],, podemos elegir la primera o la segunda carta,

tomamos la carta 1o : Up — X(1,2,3)- Haciendo el cambio de coordenadas y = y+1, z = 2
nos llevamos el punto ¢ = (1, 0) al origen y nos queda que f = (y+1)(—y> —3y? — 3y — 2?)
y g = (y) , por tanto:

OX o). (00 _ 4o Cly, 2}
(f.9) (y, —y® — 3y? — 3y — 2?)

Calculemos ahora multz(Cy,Cs) de las tres formas vistas:

= Definiciéon 16.8
Vemos que ¢~ (P) = {[0:d:1],[0:7:&],[0:43:&,[0: —i:1],[0: —i : &],[0: —i: €3]}
con &3 =1, F = Y2 (a8 —yf — 2%y G = x(2? — 3?), Deshomogeneizo con respecto a la

=2.

mult;.q.q), (C1,C2) = dim

segunda variable y hago el cambio # = x, z = z — i. Tenemos pues (SINGULAR):
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C
muh}[O:_l:l]w(Cl,CQ) = dlm{»,L;Z} =1
(f,9)
= Definicién 16.9
Nuestro punto es R = [0 : —1 : 1], podemos elegir la segunda o la tercera carta,

tomamos la carta ¢ : Uy — X(2,1,3). Deshomogeneizamos con respecto a la tercera
variable y nos queda que f = y?(z% — (y — 1) — 1) y g = 2(2® — y) con el cambio de
variables y = y — 1, = x nos llevamos el punto p = (0,—1) al origen y tenemos que
(SINGULAR):

Clz,y} _

o) -

multjp. 1.1j,(C1,C2) = dim
= Definicién 16.11

Igual que antes.

Asi pues se cumple el teorema de Bézout para Planos Proyectivos Ponderados ya que:

1 1
4=14+2+1= E multp(Cy,Cs) = — degCydegCy = — - 24 = 4.
6 6
PeCiNC.
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