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RESUMEN. El objetivo de estas notas es dejar constancia escrita de las nociones que
complementan lo que aparece en el libro Riemannian Geometry de do Carmo y que
es la referencia basica de este curso. Estas notas pretenden ser interactivas y las
modificaciones se producirédn tanto por el afiadido de nuevos tépicos como por la
mejora de los que ya aparecen.

§1.- GRUPOS DE LIE

Sea G una variedad diferenciable que adema&s es un grupo para una operacion -.
Denotemos e el elemento neutro e introduzcamos las aplicaciones u: G x G — G,
w,y) =z-y,0:G—G, o) =2"tyn:GxG— G, nlr,y) =z -y L
Definicién 1.1. Diremos que G es un grupo de Lie si las aplicaciones i y o son
diferenciables.

Observemos que G es un grupo de Lie si y solo si n es diferenciable. Dado G
un grupo de Lie y z € G definimos las aplicaciones L,: G — G, L,(y) :== x -y,
R,: G — G, R.(y) := y-x. Ambas son difeomorfismosy L, = L', R,-+ = R L.

Definicién 1.2. Sean G, H grupos de Lie. Un homomorfismo (resp. isomorfismo)
de grupos de Lie es una aplicacién ¢: G — H que es diferenciable (resp. difeomor-
fismo) y homomorfismo (resp. isomorfismo) de grupos.

Dado G grupo de Lie y z € G, el automorfismo interno I, := L,oR,-1 =
R,-10L, es un automorfismo de grupos de Lie.

Ejemplo 1.3. El ejemplo més importante de grupo de Lie es GL(F'), donde F
es un R-espacio vectorial de dimensién finita. Si F = R*, el grupo es GL(k,R).
Es facil ver que la eleccién de una base ordenada de F' produce un isomorfismo de
grupos de Lie entre GL(F) y GL(k,R) (si F' es de dimension k).

Notacién 1.4. Los elementos de R* los veremos como vectores columna y las
matrices de GL(k,R) definen automorfismos de R¥ por multiplicacién a izquierda.

Es posible encontrar la dltima versién de este texto (si ha dado tiempo a actualizar) en
http://zariski.unizar.es
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§2.- ACCIONES DIFERENCIABLES

Sea GG un grupo de Lie y M una variedad diferenciable. Sea ¢: G x M — M
una aplicacién diferenciable; denotemos ¥ (z,p) = x - p. Supongamos que:

~Ve,yeG,VpeM,xz-(y-p) = (z-y) - p.
- VpeM,e-p=np.

Definicién 2.1. Diremos que 1 es una accion diferenciable si lo es como aplicacion.
En tal caso se dice que G actiia sobre M mediante ).

Dado = € G, tenemos aplicaciones 1,.: M — M, 1, (p) := x - p, que son difeo-
morfismos y ¥y = Vpoty, e = lps, hp—1 = 51

Ejemplo 2.2. El ejemplo més importante de accién diferenciable viene dado por
Y: GL(F) x F — F, (g,v) := g(v), g € GL(F), v € F, donde F es un espacio
vectorial de dimensién finita.

Sea F' es un R-espacio vectorial de dimensién k y sea 1 la acciéon anterior.
Consideremos la accién ¢: GL(k,R) x R¥ — R* definida mediante producto de
matrices donde los elementos de R¥ los vemos como matrices columna. Fijemos
una base ordenada de F que produce isomorfismos de F' con R¥ y de GL(F) con
GL(k,R). En esta situacién es facil ver que las dos acciones conmutan con los
isomorfismos.

Definicién 2.3. Sea F' un R-espacio vectorial de dimension finita y sea G' un grupo
de Lie. Diremos que una accién diferenciable 1: G x F — F es lineal si Vg € G,
Yu,v € F, Vt,s € R se tiene g - (tu + sv) =t(g-u) + s(g - v).

Observacion 2.4. Observemos que es lo mismo darse una accién lineal v de G sobre
F que un homomorfismo de grupos de Lie ¥: G — GL(F'). Dada v construimos
U como sigue: sea g € G; para definir U(g): F — F imponemos V(g)(v) = g - v,
Yv € F. Dado V¥ construimos 1 como sigue: dados g € G y v € F definimos
¥(g,v) := ¥(g)(v). A partir de ahora las acciones lineales se determinaran a partir
del homomorfismo V.

Por la observacion anterior, vemos que una forma de construir nuevas acciones a
partir de una dada es, dados dos espacios vectoriales I, Fy, considerar homomor-
fismos de grupos de Lie GL(Fy) — GL(F%).

Ejemplo 2.5. Sea F' un espacio vectorial de dimensién k. Consideremos el espacio
dual F*. Recordemos que dado un elemento g € GL(F') podemos considerar su dual
g* € GL(F™*), dado por: si p € F* entonces g*(p) := pog. Como el functor dual es
contravariante para conseguir un homomorfismo de grupos de Lie, debemos invertir.
Asi, la aplicacién GL(F) — GL(F*), g — (g*)™!, es un isomorfismo de grupos de
Lie. En particular, si un grupo G actia linealmente sobre un espacio vectorial F’,
esta accién induce de forma natural otra accién lineal de G sobre F™*.

El ejemplo anterior justifica la siguiente seccién.

§3.- UN POCO DE ALGEBRA LINEAL

Durante esta seccién F' es un espacio vectorial sobre R de dimensiéon k. Fijamos
dos bases ordenadas vy,...,v; y wy,...,vx. Sea A € GL(k,R) la matriz de cambio
de base, i.e.,

(v1...v) = (wy ... wg)A
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Con esta notacioén, siv € F, v =), t;v; =v =) | s;w;, entonces,

s1 1y
=A
Sk t
Observemos que la eleccion de la base vq,...,v; determina un isomorfismo

bo: R — F tal que ¢, (t1,...,tx) = Zle t;v;. Definimos ¢,, de forma similar.
La igualdad anterior se expresa ahora diciendo que ¢ o, : R¥ — RF es la multi-
plicacién a izquierda por la matriz A.

Como hemos dicho en la seccién anterior, la eleccion de la base v, ..., v; deter-
mina también un isomorfismo 1, : GL(k;R) — GL(F), donde t,(P) = ¢,oPod, !,
VP € GL(n,R). La imagen de P es el automorfismo de F' cuya matriz asociada en
la base v1,...,v; es P.

Consideremos ahora el espacio | — Lin(F') de las I-formas mutilineales sobre F'.
Es inmediato identificar este espacio con (F*)®! := F*® ... ® F*.

| veces
Se trata por tanto de un espacio vectorial de dimensién kl, con una base

i, @ @1 <y, .o0 < kY, (1)

donde v7,...,v; es la base dual de vy,...,v; en F*. Observemos que
0—Lin(F)=R, 1- Lin(F)=F".

De forma natural podemos definir el producto de una [;-forma con una l>-forma lo
que da lugar a una (l; + l3)-forma.

Si g € GL(F) tenemos inducido un automorfismo g*: I — Lin(F) — | — Lin(F)
tal que si ¢: F' — R es un elemento de [ — Lin(F'), entonces:

g () (ury...,w) = o(g(ur),...,g(w)), wuy,...,u € F.
Como antes se induce un homomorfismo de grupos de Lie,

GL(F) — GL(I— Lin(F)),
g — (g%)~ "

Consideremos ahora en F' la base vy, ..., vg; recordemos que esta base induce un
isomorfismo de grupos de Lie GL(k,R) — GL(F); de la misma forma, ordenando de
alguna forma la base (1) (por ejemplo, orden léxicografico), obtenemos un isomor-
fismo GL(kl,R) — GL(l — Lin(F'). El homomorfismo de grupos de Lie anterior se
puede interpretar matricialmente como un homomorfismo GL(k,R) — GL(kl,R).
En el caso | = 1 el homomorfismo correspondiente es P +— *P~!. De la misma forma
observemos que si consideramos ahora en F* =1 — Lin(F) las bases {v],...,v}} vy
{wi,...,w;}, se tiene
(v ... v}) = (wi...wi)t AL
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Es también interesante el espacio vectorial A'(F*) de las I-formas alternadas.
Sean ¢; : Fli — R, j=1,2, dos formas alternadas. Vamos a definir una (I; + lo)-

forma alternada ¢ A ¢2 como sigue. Sean uq,...,u; 41, € F; entonces:
$1 N (U, ... upngg,) =
1 o
= 1,11 Z (_1) qbl(ua(l)w"7uo(l1))¢2(u0(l1+1)7"'7ua(l1+l2)> =
el 0'6211_H2

= Z (_1)U¢1 (ua(1)7 s 7ua(l1))¢2(uo‘(l1+1)7 s 7ua(l1+l2))7

o€X 415 (l1,l2)

donde ¥, 4, es el grupo de permutaciones de (I + l3) cifras y X, 14, (l1,12) es el
subconjunto de las anteriores que contiene a las permutaciones (I + l2)-shuffles, es
decir, los elementos o € ¥, 4+, tales que

o)<~ <o(ly), olli+1)<---<o(ly +1s).
Es fécil ver que se trata efectivamente de un elemento de (I1+12) — Lin(F"). Conside-
remos ahora A\"(F*) := Y, N(F*) = Zéﬂ:o A'(F*). Si extendemos bilineal-

mente el producto anterior este espacio vectorial se convierte en una R-algebra con
las siguientes propiedades:

— Es graduada, es decir, si decimos que un elemento de /\Z(F*) es homogéneo de
grado [, entonces el producto de elementos homogéneos es homogéneo y su grado
es la suma de los grados de los factores.

— Es asociativa (hacer las cuentas).

— Es anticonmutativa; es decir si ¢1 es homogéneo de grado l; y ¢o es homogéneo
de grado Iy, entonces ¢1 A ¢ = (—1)1112¢5 A .
Observemos que una base de A'(F*) viene dada por

(vl A AL <y <o < Gy < K,

por lo que dimg /\Z(F*) = (];) y dimg A" (F*) = 2*. No es dificil interpretar los
elementos de esta base como formas:
% * 0 si {jla"'7jl}7é{ila"'7il}
(Uj1/\"'/\Ujl>(vi17"‘7viz): o .
(1) sidip =joury, r=1,...,1,0 € &.

Es particularmente interesante el caso [ = k. Sean wui,...,ur € F vectores y
consideremos la matriz B € M (k,R) tal que

(uy...ux) = (vy...v)B.

Entonces,
(VI A Avp)(ug,. .., ug) = det B.

Es decir, la familia wuq,...,u; es linealmente independiente si y solo si al apli-
carle una k-forma lineal no nula el resultado es nulo. Interpretemos estos re-
sultados matricialmente: si consideramos los isomorfismos GL(k,R) — GL(F) y

R* = GL(1,R) — GL(A\"(F*)) definidos por la bases {v1,...,v5} y vF A« A (I
entonces el homomorfismo GL(F) — GL(\"(F*)) se expresa mediante el homo-
morfismo GL(k,R) — R* dado por P+ det P~!. Ademds, tenemos:

(Vi A AvE) = (Wi A+ Awp)det A7
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§4.- FIBRADOS LINEALES

Sea ahora M una variedad diferenciable de dimensiéon n y sea F' un R-espacio
vectorial de dimension k£ < oco. Fijemos ademas una accién lineal diferenciable de
un grupo de Lie G sobre F', que estd determinada por un homomorfismo de grupos
de Lie ¥: G — GL(F).

Definicién 4.1. Un G-fibrado vectorial o lineal sobre M de fibra F' (y rango k)
es una aplicacién diferenciable (llamada proyecciéon del fibrado) w: E — M, donde
FE es una variedad diferenciable de dimensién n + k, junto con un atlas maximal
de cartas fibradas, es decir, una familia {®,: V, x F — 7 1(V,) | a € A} de
aplicaciones diferenciables (llamadas cartas fibradas) tales que:

(i) {Va}taea es un cubrimiento abierto de M;
(ii) Va € A la aplicacién @, es un difeomorfismo y ademés Vp € M y Vv € F se
tiene que mo®y (p,v) = p;
(iii) dados «, § € A, existen aplicaciones diferenciables gg,: Vo, N V3 — G (funciones
de transicién) tales que, sip € V, N Vg y v € F, entonces

®o(p,v) = 2a(p, 950 (p) - v);
(iv) dados o, B,y € Ay sip e VoNVgNV,, se tiene gya(p) = g48(P) - 98a(p);
(v) es una familia maximal de cartas fibradas con respecto a las propiedades (i)-(iv).

Como en el caso de la definicién de variedades diferenciables, normalmente cons-
truiremos fibrados a partir de atlas de cartas fibradas no necesariamente completos.
Si se tiene F = R¥, G = GL(k,R) y la accién es la estdndar, diremos simplemente
que se trata de un fibrado lineal de rango k.

Observacion 4.2. Como localmente la proyeccion de un fibrado es como la primera
proyecciéon de un producto, deducimos que dichas proyecciones son submersiones.

Ejemplo 4.3. La variedad M x F' con la primera proyeccién. Es lo que se llama
fibrado trivial.

Ejemplo 4.4. El fibrado tangente 7: TM — M a una variedad M es un fibrado
de rango n. Podemos construir el siguiente atlas fibrado asociado a un atlas de
la variedad. Sea x,: U, — V, C M una carta de la variedad M; denotemos
x¢, ..., 5 las coordenadas de U,. Consideramos:

By: Vo x R" — 771(V,),
dado por @, (p,v) :==> ", via%| ,donde p € Vo, v ="(v1...v,) € R™.
i Ip

Dadas dos cartas x,,xg la funcién de transicién es:

oxP
980 Va NV — GL(n,R), 93a(p) == pye Lo
%o~ (P)

donde (gii) es la matriz jacobiana del cambio de cartas
xgloxa: x, (Vo NV35) — xgl(Va NVa).

Observacion 4.5. Si tenemos un fibrado 7: E — M y N C M es una subvariedad
(por ejemplo, un abierto), entonces 7: 7~ 1(IN) — N también es un fibrado con el
mismo espacio vectorial y la misma accién. Denotaremos normalmente 7~ 1(N) =
En.
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Lema 4.6. Sea m: E — M un G-fibrado lineal de fibra F'. Denotemos E, :=
7~ Yp), p € M. Entonces, E, admite una estructura de espacio vectorial de di-
mension k de forma que si ®,: Vo, X ' — 7T71<Va) es una carta fibrada tal que
p € V., entonces la aplicacion ¢F: F — E, dada por ¢F(v) := Py(p,v) es un
1somorfismo de espacios vectoriales.

Demostracion. Dado un atlas fibrado parametrizado por A, fijemos o € A tal que
p € V. Asi, dados e, ez € E, y t, s € R, definimos:

tey + sex 1= b (H(eh) 7 (e1) + 5(0h) 7 (e2)).

Es inmediato que estas operaciones definen una estructura de espacio vectorial en
E, para las que P es un isomorfismo. Sea ahora 3 € A tal que p € V3. La accién
de G sobre F' viene dada por un homomorfismo ¥: G — GL(F). Observemos que
@h = ©ho¥(gpa(p)), por lo que pj; también es un isomorfismo lineal. [

Gracias a este lema podemos considerar un fibrado como una familia de espacios
vectoriales parametrizada por M y que varia diferenciablemente. Ademés va a
permitir definir los morfismos de esta categoria.

Definicién 4.7. Sea M una variedad diferenciable y sean m;: E* — M, i = 1,2,
dos fibrados lineales. Diremos que una aplicacién diferenciable h: E' — E? es un
homomorfismo de G-fibrados si moh = w1 y si Vp € M la aplicacién hy: E; —
E2, hy(e1) := h(e1), es una aplicacion lineal. Si h es biyectiva y h™' también es
homomorfismo diremos que h es un isomorfismo.

Definicién 4.8. Sea M una variedad diferenciable y sean m;: E* — M, i = 1,2,
dos fibrados lineales tales que E' es una subvariedad de E? y m; = T2 p1. Diremos

que E' es un subfibrado de E? si la inclusién es un homomorfismo inyectivo de
fibrados.

Ejemplo 4.9. Un fibrado es trivial (o mejor, trivializable) si es isomorfo al fibrado
trivial. Un tal isomorfismo es una trivializacion.

§5.- SECCIONES DE UN FIBRADO

Fijemos un G-fibrado 7w: E — M de fibra F', R-espacio vectorial de dimensién
k, definido mediante W: G — GL(F'). Para ordenar las ideas, fijemos una base
v1,...,v; de F. Esta base define un isomorfismo natural R¥ — F, que nos permite
identificar ambos espacios, y la accién de G estd determinada por esta identificacion
por un homomorfismo de grupos de Lie ¥: G — GL(k,R). La identificacién asocia
a una k-tupla (1 ...tx) el vector Zle t;v; y a un vector v € F' la k-tupla de las
coordenadas de v en la base vy, ..., vg.

Expresemos de manera adecuada estas identificaciones. La base define un iso-
morfismo lineal ¢, : R¥ — F que induce a su vez un isomorfismo de grupos de Lie
Yy GL(k,R) — GL(k, F); recordemos que si P € GL(k,R), 1, (P) es el automor-
fismo de F cuya matriz en la base v1,...,v; es P. De esta forma, U = 1,0W.
Las cartas fibradas ®,: V,, x ' — Ey,_ inducen cartas fibradas modeladas en RF
denotadas ®,: V, x R¥ — Ey. , de forma que ¢, = éao(lva X 1y). Si com-
ponemos las funciones de transicién con ¥ obtenemos para a, 3 € A aplicaciones
Wogsa : Vo NVs — GL(k,R) que pueden verse como matrices (no degeneradas) de
funciones reales uzﬁja, 1,7=1,...,k.
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Definicién 5.1. Una aplicacion diferenciable s: M — FE tal que mos = 1p; se
llama seccién del fibrado. Si V' C M es un abierto, a las secciones de Ejy se les
llama secciones locales de E sobre V. El espacio I'(E) de todas las secciones es
claramente un C'*°(M )-médulo.

Fijemos una carta fibrada ®,, : V, x F' — 7~1(V,,). Cada elemento v; de la base
induce una seccién local s&: V,, — 7~ 1(V,,) dada por s(p) := ®,(p,v;). Obtene-
mos asi una familia s¢,..., sy de secciones locales que cumplen que al evaluarlas
en cada p € V,, obtenemos una base de E,,.

Observacion 5.2. Observemos que dado p € V, la matriz de la aplicacién lineal

P F — E, en las bases v1,...,v; para F'y s¢(p),...,sy(p) para E, es la matriz
identidad.

Definicién 5.3. Dado V un abierto de M, diremos que s1, ..., Si secciones locales
sobre V forman una base de secciones si Vp € V, s1(p),...,Sk(p) es una base de
E,.

Observacion 5.4. Un fibrado es trivializable si y solo si admite una base de secciones
global (es decir sobre M) y cada base define una trivializacién. En un fibrado trivial
I'(E) es un C*° (M )-médulo libre de rango la dimensién de la fibra.

Proposicién 5.5. Dadas dos cartas fibradas @, ®g, consideremos las bases locales
¥, sh Y sf, cee sg obtenidas mediante las cartas. En V,NVjs, el cambio de base
se produce de la forma:
(B B LJ
(8? c Sg) - (S]. cte Sk)(ulﬁja)’L’J:lv?k.
Demostracion. Sea p € Vo, N V. Consideremos s§(p) = ¢k (vj) = ®u(p,v;). Por
tanto,
«

s7(p) = ®5(p, gpa(p) - vj) = ¥3(9pa(P) - v5) = ¥3(Y(gsa(p))(v)))-

Como (gga(p))” es la matriz de U(gg(p)) en la base vq,...,v;, nos debemos
interesar por la j-ésima columna de esta matriz y deducimos que:

k k k
$70) = ¢H(Y_ g5a)v) = 3 g5 D) eh(v) = D _ g5 (0)s (0),

lo que nos da la férmula. [

Consideremos ahora una secciéon s: M — E. Vamos a interpretar esta seccion
en términos de cartas fibradas modeladas tanto en F' como en R*. Consideremos
una carta fibrada ®,,.

Cartas sobre F. Es ficil ver que dado p € V,, existe un tinico elemento s, (p) € F
tal que s(p) = ®o(p, Sa(p)) ¥y que la funcién vectorial s, : V, — F' es diferenciable.
Por tanto la secciéon s nos permite construir una familia de funciones vectoriales
{sa: Vo = F}aea. Sip e V,NV;z, como se tiene:

D0 (p; sa(p)) = s(p) = p(p, 55(P));

deducimos que sg(p) = ¢sa(p) - sa(p). Reciprocamente, si tenemos una familia
{sa: Vo — F}aea verificando la condicién anterior, podemos construir una seccién
global s.



Cartas sobre R¥. De la misma forma que antes, dado p € V,, existe un tnico ele-
mento 54 (p) = (vl (p)...vE(p)) € F tal que s(p) = Pu(p, 54(p)) y que las funciones
vl:V, — R, j=1,... k, son diferenciables. Por tanto la seccién s nos permite
construir una familia de k-tuplas de funciones reales {(v’: V, — R)?Zl}ae A. La

relacion con el apartado anterior viene dada por:

k
SV = D VhsS.
j=1

Sip e V, N Vs, se tiene como antes:

vh(p) ugh(p) - ufE )\ [ vk(p)

vi(p) ufl(p) - ubh(p)) \vi(p)
Esta igualdad se deduce de la anterior y de (5.5) teniendo en cuenta que los niimeros
reales vl (p), - - ,v¥(p) son las coordenadas de s, (p) en la base vy, . .., v;, y por tanto
las de s(p) en la base s (p),...,sy(p) (y lo mismo en la carta asociada a [3).

§6.- FIBRADOS ASOCIADOS

Consideremos como antes un G-fibrado 7: £ — M de fibra F' y acciéon determi-
nada por U: G — GL(F'). Dado un atlas fibrado parametrizado por un conjunto
A obtenemos una familia de funciones G-valoradas (las funciones de transicién)
{98a: VaNV3 — G}a,gea que cumplen que si o, 3,7 € A entonces gya = G438 * Jsa
en V, NVgNV,, donde - es el producto en G. En particular, g, es la aplicacién
constante sobre el elemento neutro de G'y gng = gﬁ_;, donde ~! significa tomar el
inverso en el grupo de Lie.

La siguiente demostracion prueba que a partir de una tal familia obtenemos el
fibrado.

Teorema 6.1. Sea M wuna variedad diferenciable, F' un espacio vectorial de di-
mension finita, G un grupo de Lie que actia sobre F' mediante ¥: G — GL(F).
Sea {Vy}aca un recubrimiento abierto de M de tal forma que existe una familia
{98a: Va N V3 — G}a,gea que cumple que st o, 3,7 € A entonces gya = gv3 * 9Ba
en Vo, NVg NV, donde - es el producto en G. Entonces, existe un tinico G-fibrado
(salvo isomorfismo) w: E — M de fibra F y accion G donde la familia anterior
sirve de funciones de transicion.

Recordemos la construccién de dicho fibrado: Sea
E: =[] VaxF
acA
con la topologia de la unién disjunta. Consideramos en E' la siguiente relacién:
dados p € Vi, ¢ € V3, v,w € I,
pP=4q y
w = gpa(p) - v

Se demuestra que esta relacion es de equivalencia y denotemos £ el espacio cociente
y p: E — FE la proyecciéon. Definimos 7: E — M de forma natural y demostramos
que es el fibrado que nos piden.

(p,v)a ~ (g, w)p & {



El teorema anterior es el paso esencial en la construccién de fibrados asociados.

Definicién 6.2. Dos G-fibrados 7;: E; — M de fibra F;, i = 1,2, se dice que son
asociados si poseen atlas fibrados asociados a los mismos recubrimientos de forma
que coincidan las cartas de transicion.

Observemos que dado un G-fibrado 7 y una accién lineal de GG sobre un espacio
vectorial F', hay un tnico (salvo isomorfismo) G-fibrado asociado a 7 de fibra F'y
con la accion dada.

Corolario 6.3. Sea 7: E — M un G-fibrado de fibra F' y accion V: G — GL(F).
Sea F' otro espacio vectorial de dimensién finita, y sea p: GL(F) — GL(F) un
homomorfismo de grupos de Lie. Entonces existe un tunico fibrado : E — M de
fibra F y accion U := poW.

§7.- FIBRADOS DUALES

Fijemos como en las secciones anteriores un G-fibrado 7: E — M de fibra F' y
acciéon U: G — GL(F). Ademsés fijamos también una base vy,...,v; de F.

Consideremos el espacio vectorial dual F*. Sea p: GL(F') — GL(F*) el isomor-
fismo de grupos de Lie definido de forma més general en §2. Recordemos que si
g € GL(F) definimos p(g) := (¢*)~!, donde g* es el automorfismo dual de g: si
v* € F*, entonces g*(v*) := v*og.

Denotemos ¥*: G — GL(F™*) la composicién poW. El fibrado asociado corres-
pondiente lo denotaremos 7*: E* — M. Vamos a ver que de forma natural la fibra
E» := (7*)"!(p) (espacio vectorial isomorfo a F*) se puede identificar con el dual
de E,, Vp € M.

Sea p € M, e* € E; el primer paso es definir adecuadamente e*(e), Ve € E,,.
Fijemos un tal e € E,. Sea a € A tal que p € V,,. Sabemos que existe un unico
Vo € F tal que e = @y (p,vy).

Consideremos ahora la correspondiente carta en E*, que denotaremos

OL: Vo x F* — By, .

Entonces, existe un tnico v} € F* tal que e* = @7 (p,v}).

De esta forma, podemos construir el niimero v} (v, ) € R que, a priori, depende de
a. Supongamos que para otro 3 € A también ocurre que p € V3. De manera andloga
construimos vg € F, vi € F* y vj(vg) € R. Estos elementos estan relacionados
mediante la funcién de transicién g := gga(p), como sigue:

vg = g-va =V(9)(va), Vi =g-vi =V (g)(v) = (T(9) ) (v}) = vie¥(g)

Por tanto,
vi(vg) = (Vo¥(g™ 1)) (U (9)(va)) = v5(va)-

A este valor, cuya independencia de la eleccion de la carta acabamos de verificar,

lo denotaremos e*(e). La dependencia de e € E, es claramente lineal. Hemos

construido una aplicacién Ej — (E,)*. Es ficil ver que es un isomorfismo lineal

que no depende de ninguna eleccion, por lo que podemos identificar ambos espacios.
9



Definicién 7.1. Al fibrado E* se le llama fibrado dual de E.

Sean ahora s € I'(E) y s* € I'(E*). Vamos a ver que la funcién s*(s): M — R
es una funcién diferenciable. En efecto, sea @ € A y consideremos las cartas @,
y ®F. Recordemos que existen so: V, — F'y s&: V, — F* (diferenciables) tales
que Vp € V,, se tiene que s(p) = Pu(p, sa(p) v s*(p) = Pu(p, s (p). Por lo hecho
anteriormente, deducimos que si p € V,,

(s*(s))(p) = (sa(P))(sa(p))-

Si llamamos ev: F* x F' — R a la funcién evaluacién (bilineal y por tanto diferen-
ciable), vemos que s*(s)|y, = evo(s} X 54).

Propiedades 7.2. Las siguientes propiedades son inmediatas:

— Una seccion conjuntista s* de E* es diferenciable si y solo si al evaluarla con
cualquier seccion de E obtenemos una funcion diferenciable.

— Una seccion conjuntista s* de E* es diferenciable si y solo si para todo p € M
existe una base local de secciones de E en un entorno de p de forma que al
evaluarlas en s* obtenemos funciones diferenciables.

— Dado o € A consideremos la base local en V,, s{,...,s%. De la misma forma
podemos considerar la base local para E* denotada (s$)*,...,(sy)* y obtenida a
partir de la base dual vy,..., v} de la base fijada en F'. En cada p € V,, estas

bases de secciones definen bases duales.

— Dada una base local de secciones de E sobre un abierto V de M es posible
construir la base dual de secciones de E* sobre V.

Ejemplo 7.3. El fibrado dual del fibrado tangente T'M se llama fibrado cotangente
TM*. Identificando el espacio dual de R™ con R™ (utilizando la base dual de la
base candnica), las funciones de transicién de este fibrado se escriben:

98- Vamvﬁ - GL(TL,R)
r 8= (B
Pkt NP gt )

Sea f: M — R una funcién diferenciable. Dado p € M mediante la identificacién
natural T';)R = R, podemos ver df como una seccién de T'M™*.

Dada una carta fibrada ®, de TM (asociada a una carta de M), tenemos una
base de secciones locales {%}?21 de T'M sobre V,,. Consideremos las funciones

coordenadas z: Vo, — R, i = 1,...,n. Observemos que la familia de secciones
{dz}7_, es una base local de secciones de T'M* sobre V,, de hecho es la base dual

de la anterior ya que Vp € V,, (dxf‘)p(&%‘ ) = 82‘?‘| () = 6;5.
i lp i |p
Consideremos otra vez f: M — R una funcién diferenciable. Es facil ver que

0

(6%
0x

dfyv, = fdx;.

=1

10



§8.- FIBRADOS DE FORMAS

Consideremos un G-fibrado 7: E — M de fibra F' y accién ¥: G — GL(F).
Fijemos ademas una base v1,...,v; de F.

Consideremos el espacio vectorial | — Lin(F'). Como en la seccién anterior consi-
deremos p: GL(F) — GL(I— Lin(F)) el homomorfismo definido en §2. Recordemos
quesi g € GL(F) definimos p(g) := (¢*)~!, dondesi ¢ € I-Lin(F)yuy,...,u; € F,
entonces (¢*(¢))(u1,...,uw) == p(g(u1),...,g(u)).

Denotemos U*: G — GL(l — Lin(F)) la composicién po¥. El fibrado asociado
correspondiente lo denotaremos [ — Lin(w): | — Lin(E) — M. Como en la seccién
anterior la fibra de este fibrado se identifica a | — Lin(E)).

En el caso | = 0, tenemos el fibrado trivial M x R; en el caso [ = 1, tenemos el
fibrado dual.

Dada una carta de ¢, de E, obtenemos una base local de secciones de E sobre
el abierto V,, que habfamos denotado {s¢}*_,. Como antes, podemos definir una
base dual de secciones de E* sobre V,, denotada {(s$)*}*_,. Observemos que

{s5) @@ () 1 <y, yip < k)

es una base local de secciones de [ — Lin(F) sobre V,,. Ademas dadas dos secciones
de Iy — Lin(E) y lo — Lin(F) su producto tensorial da lugar a una seccién de
(l1 + l2) — Lin(E). Por otra parte, una seccién conjuntista s de | — Lin(E) es
diferenciable si y solo si lo es la funcion obtenida al evaluar esta seccién en cualquier
[-upla de secciones de E.

Definicién 8.1. Al fibrado | — Lin(E) se le llama fibrado de las I[-formas de E.
De manera andloga se definen Sim!(E), fibrado de las I-formas simétricas de E y

A'(E*), fibrado de las I-formas alternadas de E.

En el caso de las [-formas alternadas, tiene sentido hacer el producto exterior de
secciones.

Ejemplo 8.2. El fibrado de las [-formas alternadas del fibrado tangente T'M se
denota /\l TM*. El espacio de secciones se denota £'(M) y las secciones se llaman
[-formas diferenciales.

Dada una carta fibrada ®,, de T M (asociada a una carta de M), consideramos las
bases {5217, de TM y {dx$}?_, de TM* sobre V,,. Una base local de secciones

«@
ox

de A\' TM* sobre V, es

{dzd N Ndxf |1 <dyp <o <4y <n}.

l

En el caso [ = n, la base tiene un solo elemento dx{ A --- A dx. Si tenemos otra
carta ®3 de TM en p € V,, N V3 tenemos una relacién:

—1
(d22)p A -+ A (da), = det (3’%) (@), A . (A,

%a /) 13zt ()
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§9.- OPERACIONES SOBRE LAS FORMAS DIFERENCIALES

Sea M una variedad diferenciable. Vamos a definir algunas operaciones que
se realizan habitualmente sobre las formas. En primer lugar, sea w € /(M) y
sean X1,...,X; € X(M). Entonces, como ya hemos visto tenemos una funcién
diferenciable

wXy,....X)): M — R
p = wp((Xl)pv“'a(Xl)p)'

De hecho, estas funciones determinan la forma w. De esta forma, dado X € X(M)
definimos el producto interior por X como una aplicacién iy : SZ(M ) — Elfl(M ),
donde si w € EZ(M ), determinamos su imagen como sigue. Dados Xo,..., X; €
X(M), se tiene la igualdad (ixw)(Xa,..., X)) := w(X, Xs,...,X;). No es dificil
ver que ix es un homomorfismo de C°)-médulos; si w; € E4(M), i = 1,2, entonces
iX(w1 N wg) = (inl) /\(,UQ + (—1)llw1 A (ixwg).

Observacion 9.1. Las O-formas sobre una variedad se identifican de forma natural
con las funciones diferenciables con valores en R. Es fécil ver que si X € X(M) y
w € EY(M), entonces ix (w) = w(X).

Una de las propiedades esenciales de las formas diferenciales es que se comportan
bien con respecto a las aplicaciones diferenciales.

Proposicion-Definicion 9.2. Sea p: M — N una aplicacion diferenciable. Sea
w € EYN). Dado p € M consideremos la I-forma alternada

(go*w)p: (TpM)l — R
(V1,5 0) = wip)(dep(v1), .., dpp(vr))

Esta asignacion define un elemento p*w € EY(M) llamado pull-back de w por .

Se cumple ademds:

— La aplicacion asi definida ¢*: E(N) — EY(M) es lineal y respeta el producto
escalar.

*

— El pull-back es funtorial (contravariante), es decir, (1p1)* es la identidad y si

: N — R es diferenciable, entonces, (1hop)* = p*oth*.
~ Sea f: N — R diferenciable, i.e., f € EO(N). Entonces o*(f) = fop € EO(M).
— Sea f € E°(N); recordemos que df € EY(N) Entonces d(o*(f)) = o*(df) €
EV(M).

La demostracion es sencilla y este resultado sugiere la introduccién de un con-
cepto esencial en la topologia y geometria diferencial.

Teorema 9.3. Eriste una tinica manera de construir una aplicacion d: E'(M) —
EFY(M) (llamada diferencial) para cualquier | > 0 y cualquier variedad diferencia-
ble M verificando las propiedades:

(i) d es R-lineal;

(ii) Sip: M — N es diferenciable, entonces *od = dop*;

(iii) Paral =0, d coincide con la diferencial de funciones;
) d

(iv
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(v) siw; € EW(M) ywy € E2(M), entonces d(wy Aws) = dwy Aws + (—1)1wy Adws;

Observacion. La unicidad se deduce de las siguientes cuentas. Sea w € &'(M) y
sea x: U — V C M una carta. Consideremos la base dual dx1,...,dz,. Podemos
desarrollar,

W|V = Z fil,m’ilda:il AR /\d.’l)il.

1<ii<-<i;<n

Por la propiedad (ii) aplicada a la inclusién V' < M, podemos calcular la diferencial
de w en V utilizando esta expresion. Por el apartado (i) basta que estudiemos
d(fiy,...i,dziy A -+ Adzy,). Utilizando (iii) y (iv) obtenemos que este término es
(dfiy....i,) Ndxi, N+ - - ANdz;,. Utilizando la expresion local de la diferencial, tenemos:

"L 0
Z %fil,...,ildxi ANdzi, A+ Ndz,.
i=1 v

Si ¢ coincide con alguno de los siguientes el sumando es nulo, y si no se puede
normalizar colocando ordenadamente y cambiando el signo si es necesario. Reor-
denando todos los términos, tenemos la unicidad.

Proposicién 9.4. Sea w € EY(M) y sean Xo, X1,...,X; € X(M). Entonces:

l

dw(X07X17 s 7Xl) = Z(_l)lXZ (W(X()a s 7Xi7 s 7Xl)> +

o~ —

=0
+ Y (D)X, X, Xoy - XL X, X)),

0<i<j<l

§10.- TEORIA DE INTEGRACION

En esta seccion M es una variedad diferenciable orientada conexa de dimensién
n (la conexién no es esencial). El objetivo es darle un sentido a la integral de las
n-formas con soporte compacto.

Definicién 10.1. Sea w € E(M); el soporte de w es

supp(w) = {p € M|w, # 0}.

Sea w € (M) una n-forma de soporte compacto cuyo soporte estd ademds con-
tenido en la imagen de una carta x,: U, — V,, C M; podemos suponer que la carta
es compatible con la orientacién. En V,, tenemos una igualdad w = fodx{A- - -Adx?,
donde f,: V, C R es una funciéon diferenciable de soporte compacto. Consideremos
ahora fa: U, — R, fa = faoXs. También es una funcién de soporte compacto,
por lo que la podemos considerar como una funcion fa: R" — R, extendiéndola
por la funcién nula (no hay problema con la diferenciabilidad por la condicién de
soporte compacto). Nuestro objetivo es definir

13



Para comprobar si estd bien definida supongamos que supp(w) estd contenido en
la imagen de otra carta xg: Ug — Vg C M también compatible con la orientacion.
Observemos que en particular supp(w) C Vo, N V.

Sea fg: Vg — R funcién diferenciable de soporte compacto tal que en Vg se
tiene w = fﬂda:f A+ AdxB. Como antes definimos fg: R™ — R de manera que
en Upg tenemos fg = fpoxp y fuera tenemos la funcién nula. Para que la definicién
anterior sea consistente necesitamos comprobar que

IR

Consideremos el cambio de cartas
hga = xgloxa: X, (Vo NV35) — xgl(Va NVs).

Se trata de un difeomorfismo cuyo jacobiano es positivo. Por la condicion de soporte
compacto, podemos construir un compacto K, C x,'(V, NVj) de interior no vacio
y frontera regular tal que supp(w) C x,(K,). Sea Kg := hg,(K,); se trata de otro
compacto con las mismas propiedades. Observemos que:

/nfa:/Kaf“’ /nfﬁz KBJEB-

Como f, y fs se han obtenido a partir de w, deducimos que Vp € V,, N V3 se tiene

la igualdad:
fa() = (Jpa(x5" ()" fa(p),

donde Jg, es el jacobiano (i.e, el determinante de la matriz jacobiana) del difeo-
morfismo hg,. Pasando a las funciones ~ obtenemos que en x,!(V,, N Vj3) se tiene
la igualdad:

fﬁohﬁa — ‘]ﬁ_o} . fa-

La igualdad buscada se deduce del teorema de cambio de variable:

/Ka fp = /hga(Ka)fﬁ = /Ka(fﬁohﬁa)JBa - /Ka 7.

Definicién 10.2. Sea w una n-forma de soporte compacto cuyo soporte esta con-
tenido en la imagen de una carta. Entonces la férmula (%) no depende de la carta
elegida y sirve como definicién de | MW

Sea ahora una n-forma w de soporte compacto. Elijamos un recubrimiento
abierto por imagenes de cartas {V, }aca. Supongamos que suppw C V,, U---UV,, .
Denotemos Vy := M \ suppw y V; :=V,,, i = 1,...,r. Sea {p;};_, una particién
de la unidad subordinada al recubrimiento {Vp, V1, ..., V,}, es decir, es una familia
de funciones reales con valores no negativos tal que suppp; C V;, Vi =0,1,...,ry
>i_o @i = 1. Nuestro objetivo es definir:

n

fomffoe

=1

Los sumandos estan bien definidos ya que los soportes de esas formas son compactos
y contenidos en imagenes de cartas. Es un ejercicio sencillo comprobar que la suma
no depende del recubrimiento y la particiéon de la unidad elegidas.
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Definicién 10.3. Sea w una n-forma de soporte compacto. Entonces la férmula
(%) no depende de la carta elegida y sirve como definicién de [, w.

Propiedades 10.4. La integral asi definida satisface las siguientes propiedades:
(1) Define una funcion R-lineal [,,: E"(M) — R.
(2) Siw es una n-forma de soporte compacto no nula y tal que Vp € M al evaluar
wp sobre las bases positivas de T, M obtenemos un valor no negativo, entonces

Jyw > 0.
(3) Si denotamos —M la misma variedad M con la orientacion opuesta, entonces

f—M - fM'
(4) Sean M, N variedades orientadas de dimension n y sea ¢: M — N un difeo-

morfismo que conserva la orientacion. Sea w € E™(N) una forma de soporte
compacto. Entonces, la lectura de la formula de cambio de variable da en este

caso: fNu) = fM ffw.

Si w una [-forma diferenciable, es inmediato comprobar que supp(dw) C supp(w).
Por tanto si w es de soporte compacto, también lo es su diferencial.

Teorema de Stokes (versién débil) 10.5. Sea w una (n—1)-forma diferenciable
de soporte compacto. Entonces,
/ dw = 0.
M

Demostracion. Como la integral en M se define a partir de particiones de la unidad
de forma que los soportes de las formas queden contenidos en imégenes de cartas,
el teorema quedara demostrado si lo vemos para (n — 1)-forma diferenciable de
soporte compacto en R"™.

Por la linealidad de la integral podemos suponer que w = fdxs A---Adx,, donde
f: R™ — R es diferenciable y de soporte compacto. Observemos que

of

" Oay

Aplicando el teorema de Fubini, tenemos:

_ [ 9f _
/ndw_/naxl—/Rnlh7

dw dry A -+ Ndx,.

donde h: R"™! — R es la funcién que a cada (z2,...,7,) € R"! les asocia la
integral
|5 )
——(—, T2, ..., Tp).
R 891:1 2 n
Como f es de soporte compacto existe tg € R, tg > 0, tal que f(t,22,...,2,) =0
si|t| >ty y Vea,...,x, € R. Por tanto,
of
h(zo,....xn) = | =—(—,22,...,2n) =
(@2oeva) = [ E(mana)

:/[ ﬁ(—,xg,...,xn) = f(to,x2,...,xy) — f(—to,x2,...,2,) = 0.

_t07t0] awl
Como la funcién h es idénticamente nula ya tenemos el resultado. [J
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§11.- MAS COMENTARIOS SOBRE FIBRADOS LINEALES

La filosofia a seguir en el estudio de los fibrados lineales es la siguiente. Toda
operacién natural en espacios vectoriales se puede transportar a fibrados lineales.
Veamos algunos ejemplos:

Suma de Whitney 11.1. Es la traduccién de la suma directa. Si tenemos dos
fibrados 7': E* — M de fibra F; y grupo de Lie G;, i = 1,2, llamamos suma de
Whitney F := E' @ E? a un fibrado de fibra F! @ F? y grupo G = G' x G? de
forma que si elegimos atlas fibrados basados en el mismo recubrimiento obtenemos
un atlas fibrado de F cuyas funciones de transicién son la suma de ambas. La fibra
E, en un punto p € M se identifica de forma natural a E; &) E]%. La suma de
Whitney se generaliza al caso de un nimero finito de sumandos.
Observemos que cualquier seccién en F da lugar a secciones en los sumandos.

Estructuras métricas 11.2. Sea m: EF — M un fibrado. Una estructura métrica
o riemanniana sobre un fibrado es una seccién ( , ) del fibrado de 2-formas simétricas
de E de forma que Vp € M se tiene que ( , ), es un producto escalar de E,. Es
decir, asignamos un producto escalar a cada fibra E,, de forma que si s?, s2 e T(E),
la funcién (s', s2): M — R es diferenciable.

Observemos que si E es un fibrado de rango k podemos hacer que el grupo de
Lie sea el grupo ortogonal.

Orientaciones 11.3. Sea m: EF — M un fibrado. Diremos que E es orientable si
es posible orientar E, Vp € M de forma que si s1,. .., s; es una trivializacién sobre
un abierto conexo que es positiva en un punto, entonces lo es en todos. Observemos
que si E es un fibrado de rango k podemos hacer que el grupo de Lie sea GLT (k, R).

Subfibrado ortogonal 11.4. Sea 7: £ — M un fibrado con una métrica rie-
manniana y sea 7': E' — M un subfibrado. Es claro que E! posee de forma
natural una métrica heredada de E. Dado p € M consideremos (E;)L. Sea

(EYHYL = HpeM(E;)L. Es facil introducir en (E')‘ una estructura de fibrado

de forma que las inclusiones inducen un isomorfismo de E' @ (E')* en E. Cada
seccién de E da lugar a una seccién de E' y a otra de su ortogonal.

Producto tensorial 11.5. Como para la suma de Whitney definimos un fibrado
tensorial E := E' ® E? de forma que E, = E} ® E>. Esto se extiende al caso de
un numero finito de factores.

Fibrados de formas valoradas 11.6. Recordemos que si Fp, F5 son espacios
vectoriales, hay un isomorfismo natural de Hom(Fy, F3) con F;®Fs, y de forma més
general entre el espacio de las aplicaciones [-multilineales (resp. simétricas, resp.
alternadas) de Fy en Fy y [—Lin(F;)®F; (resp. S'(Fy)®Fy, resp. bigwedge' ((F1)*®
F).

De esta forma podemos definir dado 7: E — M los fibrados [— Lin(TM; E) (resp.
SYTM; E), resp. AN(TM*;E)) cuyos elementos son las aplicaciones [-multlineales
(resp. simétricas, resp. alternadas) de T,M en E,, p € M. La secciones de estos
fibrados son aplicaciones C°° (M )-multilineales (resp. simétricas, resp. alternadas)
de X(M) en I'(E).

El espacio de secciones de A\(TM*; E) se denota E'(M; E) y sus elementos se
llaman [-formas diferenciables con valores en E. Sea V es un abierto donde hay
una paralelizacién X7, ..., X,, y una base de secciones locales s1, ..., s;. Denotemos
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w1i,...,wy la base dual de 1-formas diferenciables con valores en R. Entonces, las
[-formas diferenciables locales en V' con valores en E son de la forma:

k
Z Z ijl...il(wil /\"‘wil)®3ja

j=1 1<iy<—<ii<n

con f? ., -V — R diferenciables. Observemos que si ademas w € EL(M)yne

1.

E2(M; E) entonces podemos hablar de w An € ELtl2(M; E).

Isomorfismos 11.7. Sabemos que si F' es un espacio vectorial con un producto
escalar, hay un isomorfismo natural ®: F' — F* donde si v € F, la forma lineal
®(v): V — R estd definida por ®(v)(w) := (v, w), Vv € w. Siwvq,...,v; es una base
de V y v],...,v; es la base dual, entonces la matriz de ® en estas bases coincide
con la matriz de (, ) en la base vy,...,v,. Si E es un fibrado lineal con una métrica

riemanniana construimos de la manera anterior un isomorfismo de fibrados de E a
E*.

Fibrados triviales 11.8. Si M es una variedad y F' un espacio vectorial de di-
mensién real finita, decimos que M X F' es un fibrado trivial de fibra F'. En este
caso hay una identificacién natural de I'(M x F') con el conjunto C'*°(M; F') de las
funciones diferenciables en M con valores en F'.

Hemos senalado antes que si E es un fibrado lineal sobre M, una secciéon de
| — Lin(TM; E) define una aplicacién C>°(M)-multilineal x(M)! — T'(E) (como
antes, si £ = M x R identificamos I'(E') = C*°(M)). Hay una reciproca.

Proposicién 11.9. Una aplicacion C°(M)-multilineal (resp. simétrica, resp. al-
ternada) w: x(M)" — T'(E) define una seccion del fibrado | — Lin(TM; E) (resp.
SYTM; E), resp. N(TM*; E)) como sigue. Dado p € M, definimos w,: (T,M)" —
E, tal que si vy, ...,v € T,M,

wp(v1,...,v) =w(X1,...,X1)(p),

donde (X;)p = v;.

Demostracion. Basta ver que la definicion del enunciado no depende de la eleccién
de los campos. Es consecuencia de los dos resultados siguientes:

Paso 1. Si para un campo X; se tiene que (X¢)|V es nulo, V C M abierto, entonces
w(X1,..., X, ..., Xq) v es nula.

Basta tener en cuenta que Vp € V existe una funcién f: M — R que es
idénticamente nula en un entorno de p y constante igual a 1 en M \ V. Por tanto
X,; = fX; y la multilinealidad da el resultado.

Como consecuencia, tenemos que si Xy, ..., X; € X(V), V C M abierto, entonces
tiene sentido hablar de w(X7,..., X)).

Paso 2. Si V C M abierto, que admite paralelizaciones, entonces si (X;),) = 0,
w(Xla s 7Xl)(p) = 0.

Este ltimo resultado es inmediato por la multilnealidad. [
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Fibrado vertical 11.10. Si tenemos un fibrado lineal 7: £ — M, podemos con-
siderar también su fibrado tangente 7g: TE — E. La diferencial dn: TE — TM
es una aplicacién diferenciable. Dado e € E, con p := w(e), esta diferencial es
una sobreyecciéon dm.: T.E — T,M; denotemos V. := kerdm.. Es facil ver que
V=1]] ccr Ve €s un subfibrado de TE de rango k. Ademas V, resulta ser el es-
pacio tangente en E a la subvariedad E, := 7~ (p) y como se trata de un espacio
vectorial tenemos un isomorfismo canénico i.: E, — V. que asocia a cada ¢’ € E,
el vector tangente en t = 0 a la curva t — e+ te’. A los elementos de V se les llama
vectores verticales.

§12.- CONEXIONES SOBRE FIBRADOS
Fijemos m: E — M fibrado lineal de rango k.

Defincién 12.1. Una conexién sobre E es una aplicacién R-bilineal V: X(M) x
['(F) — I'(F), tal que Vf € C*(M), VX € X(M) y Vs € I'(F), si denotamos
V(X,s):= Vxs, se tiene:

(i) Vsz:fVXS;
(i) Vxfs=X(f) s+ fVxs=df(X) s+ fVxs.

Si E=TM, V se llama conexion afin.

Observacion 12.2. Con las mismas técnicas que en la demostracion de (11.9) se
demuestra que tiene sentido calcular la conexion sobre campos y secciones locales.
Es més, dado p € M, v € T,M y s seccién de E definida en un entorno de p, tiene
sentido hablar de Vs € E,,.

Observacion 12.3. Una conexion define y esta definida por una aplicacion R-lineal
['(E) — EY(M; E) que denotaremos también V, que cumple que Vf € C°(M) y
Vs € I'(E) se tiene V(fs) =df @ s+ fV(s).

El siguiente resultado lo enunciamos sin demostracién:

Teorema 12.4. Sea w: E — M wun fibrado lineal y V una conexion. FExiste una
tinica manera de extender V a una aplicacion R-lineal V: E'(M; E) — EXY(M; E),
1 >0, que cumple que Vw € EL (M) yVn € E2(M; E) se tiene V(wAn) = dw An+
(-1)awAV(n).

Estudiemos ahora la expresién local de una conexion. Sea V' C M un abierto
en el que podemos encontrar una paralelizaciéon Xy, ..., X,, de M y una base local
81,..., 8 de secciones de E. Sea X € x(V) y sea s € I'(E}y/). Sabemos que

n k
X:ZfZ Z 955,
=1 7j=1

donde f;,g;: V — R son diferenciables. Entonces:

szfz gjsj ZZfzvX 933])

=1 j5=1 =1 j=1

—ZZ FiXi(95) 35+ fi9;V x,(57)).

=1 j=1
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Los términos Vx, (5;) € I'(E)y) dependen de las bases y de la conexién. Se pueden
expresar de forma tunica:

k
V. (5;) =) Tia,
=1

donde las funciones It ; se llaman los simbolos de Christoffel de la conexion relativos
a la paralelizacion y a la base. La siguiente formula nos dice que determinan la

conexion:
n

n k
Vx(3)=> [D (FiXia)+ D> figill; | .

=1 \i=1 i=1 j=1

Si vemos la conexién como en (12.3), podemos escribir

k
V(gj) :Zelj®§l, Hlj Egl(V)

=1
Por tanto

k k

V(3) =Y V(fi5) = > (df; @5+ ;V(E) =D (di+)_ 05f;) @5

j=1 j=1 =1 i=1

Es decir, la conexiéon esta determinada por una matriz k£ x k de 1-formas.

Para relacionar estas formas con los simbolos de Christoffel consideremos la base
dual de 1-formas wyq,...,w, sobre V de la paralelizacion anterior. Por dualidad,
tenemos 0;; = >, 01;(X;)w;. Por otra parte,

k
Vx,(85) = Zelj(Xi) 51
=1

Por tanto,
n
Qlj = Z Féjwi.
i=1

Observacion 12.5. Cuando se trata de conexiones afines basta tomar la paraleliza-
cién y obtenemos los simbolos de Christoffel habituales.

§13.- DERIVACION COVARIANTE A LO LARGO DE CURVAS
Fijemos un fibrado lineal 7: £ — M de rango k.

Definicién. Sea v: (a,b) — M una curva. Una seccién de F a lo largo de 7y es una
curva s: (a,b) — E tal que mos = . Diremos que k secciones si,...,s; de E alo
largo de 7 forman una base de secciones a lo largo de v si Vt € (a,b), los vectores
(51)¢s- -, (8k)¢ forman una base de E, ).

Fijemos una conexion V del fibrado. Sabemos que podemos definir la derivada

covariante de una seccién s a lo largo de una curva -y y el resultado es una seccién
Ds
a lo largo de v que denotamos 77.
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Conservemos la notacién del apartado anterior y supongamos que 7y(a,b) C V.
Denotemos s; := moS;. Es claro que sq,...,s; forman una base de secciones a lo
largo de v. En particular, si s es una seccién a lo largo de «, existen funciones
gj: (a,b) — R tal que

k
S = E ngj.
j=1

Vamos a suponer que la paralelizacién X;, ..., X,, proviene de una carta. Es decir
que existe una carta x: U — V, U C R™ abierto, con coordenadas x1,...,x, tal
que X; = . Con estas hipdtesis, tenemos que existen n funciones dlferen(:lables

zi: (a, b) — ]R tal que v(t) = x(x1(t),...,z,(t)). Es facil ver en este caso que:

n

() =D 2 ()(Xi)yr) € Tyy M.

i=1
Por las propiedades de la derivacién covariante deducimos que:

k

n k
Doy e Y e | s

=1 i=1 j=1

La carta x y la base local permiten construir una carta de £/ con imagen en E)y:

X: U x RF — E\y
k
(.Z’, t(vb SR ,Uk)) = Ej:l Uj <5j)X(m)'
Esta carta determina una paralelizacion de E en el abierto E}y. Denotemos a
esta paralelizacién %, 1=1,...,n, %, 7 =1,...,k. Tenemos las propiedades
2 J
siguientes:
— Sie € B}y, entonces dwe(a%ik) = (Xi)ey dﬂ’e(%| ) = 0. En particular aiv”e,
j=1,...,k, forman una base de V.. Es més, i.((s;)|c) = 8% o
e
— Con la notacién anterior, s'(t) = > 1| @/(t) 52 9% |s (t)—l—E] 1 95(t )av 7 ls(t) TsE.

Teniendo en cuenta la férmula, deducimos los resultados siguientes:

Proposicién 13.1. Sean 7: (a,b) — M, 0: (¢,d) — M curvas tales que existen
to € (a,b), t1 € (c,d) con (to) = 6(t1) = p y 7' (to) = §'(t1) = v € T,M.
Sean ahora s: (a,b) — E y §: (¢,d) — E secciones de E a lo largo de v y
respectivamente.

Supongamos que s(ty) = 5(t1) =e € E, C E y que ademds s'(tp) = §'(t1) =v €
T.E (y obviamente dme(v) =v). Entonces se tiene:

Ds  Di
dt |t=to  dt |i=t1

Corolario 13.2. Sean v: (a,b) — M una curva y sea h: (¢,d) — (a,b) un difeo-
morfismo. Sea s: (a,b) — E una seccion a lo largo de v, por lo que § := soh es
una seccion a lo largo de yoh. Entonces se tiene:

Ds Ds
Ep— Y
dt ( dt

oh).
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Teorema 13.3. FEuxiste una aplicacion diferenciable D: TE — E tal que si con-
sideramos una curva vy: (a,b) — M y una seccion s de E a lo largo de vy, entonces
Vto € (a,b) se cumple:

Ds

— = D(s'(tg)).

T (s'(to))

Ademds, sie € E, p:=n(e), y denotamos D.: T.E — E, la restriccion de D, se
tiene que D, es lineal, sobreyectiva y que Deote = 1, .
Demostracion. La existencia de D se deduce de la proposicién (13.1). Consideremos
la carta X de Ejy . Esta carta define una carta X del fibrado tangente 7g: TE — FE
de E en el abierto Ey gracias a la paralelizacion anterior:
X: (UxRF)x (R*xRF) — m (Eyv)
=~ )
((z,v),(Z,7)) = Y Figg

Consideremos D: (U x R¥) x (R" x RF) — U x R¥, dada por D := % 'eDoX. De
la formula de la derivacién covariante deducimos que:

ko5 0
|%(z,v) + Zj:l Yi a5, |%(z,v)

D((:L’,U), (j71~))) = (x,w),

donde w = (w1, ..., wy) y

n k
=0 33wt (o)

Esta expresion implica la diferenciabilidad.
La linealidad de D, también es evidente a partir de esta féormula. También es
sencillo comprobar que D.oi. = 1g, y esto implica la sobreyectividad. [

Definicién 13.4. Llamaremos vectores horizontales (segin la conexién) a los ele-
mentos v € TFE tales que D(v) = 0. Dado e € E denotaremos H, := ker D,;
es un espacio vectorial de dimensiéon n que contiene exactamente a los vectores
horizontales basados en e. El espacio H := [] .z He define un subfibrado de TE
llamado fibrado horizontal.

eeE

Observemos ademds que como (D)|y, es un isomorfismo se tiene que Ve N H, =
0, y por dimensiones, T.F = H. & V,. Por tanto se tiene ademds que j.: =
(dme)|m, : He — T, M es un isomorfismo. El resultado siguiente es sencillo.

Proposicién 13.5. El fibrado TE es isomorfo (mediante las inclusiones) a H® V.

§14.- VARIEDADES CON BORDE E INTEGRACION

La definicion de variedad con borde es la misma que la de variedad diferenciable
con un unico cambio: si en una variedad M las cartas x: U — V C M son homeo-
morfismos sobre la imagen (abierta en M) de abiertos U de R", para las variedades
con borde son abiertos de

H" :={(z1,...,2,) € R" | z; <0}.

Observemos que las cartas cuyos dominios no cortan al hiperplano z; = 0 son
cartas como en la definicién primitiva. Una variedad con borde M™ admite una
descomposicién IntM [[ OM, donde:
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— IntM, llamado interior de M, es la imagen por las cartas de los puntos fuera de
x1 = 0; es una variedad diferenciable de dimension n y es abierta en M.

— OM, llamado borde de M, es la imagen por las cartas de los puntos en x; = 0;

es una variedad diferenciable de dimensiéon n — 1 y es cerrada en M.

Todos los conceptos definidos para variedades diferenciables se pueden llevar a
las variedades con borde. Algunos de ellos admiten nuevos matices. Por ejemplo,
sea M una variedad con borde y sea p € OM. Tenemos dos espacios tangentes
T,M y T,0M con una inclusién natural T,0M C T,M. Sea x: U — V C M una
carta tal que p € V. Una base de T,M es {%‘p »_,, mientras que {8%1'@}?:2 es
base de T,0M. Como T,0M es un hiperplano de T),M, divide a este en dos partes,
T,M\T,0M :=T,M*[[T,M~, donde:

— T,M™ es el conjunto de vectores exteriores a M, es decir vectores tangentes a

curvas que llegan a OM; en coordenadas su coeficiente en % es positivo.

lp
— T, M~ es el conjunto de vectores interiores a M, es decir vectores tangentes a
o

curvas que salen de OM; en coordenadas su coeficiente en Bar |p negativo.
p

Si ademds M es riemanniana, a los vectores ortogonales a 1,0 M los llamaremos
vectores normales (y serdn exteriores o interiores segin su caso).

Lema 14.1. Si M es una variedad orientable también lo son IntM y OM.

Demostracion. Para IntM es trivial. Fijemos una orientacién en M. Sea p € OM,
V' C M un entorno abierto conexo de p tal que V N dM también es conexo, y
X1,...,X, una paralelizacién local en V. Sin pérdida de generalidad podemos
suponer que X; siempre es exterior en los puntos de V N dM. Restringiendo V'
podemos hacer que X, ..., X,, sean tangentes a OM en V NIM. Observemos que
asi podemos construir paralelizaciones locales en un recubrimiento abierto de OM
con cambios de carta positivos. [

Definicién 14.2. Sea M una variedad con borde orientada. La orientacion de OM
inducida por M se obtiene mediante la convencién: vector exterior + orientacion
de OM = orientacién de M.

Bajo estas hipdtesis se puede enunciar:

Teorema de Stokes 14.3. Sea M wuna variedad con borde orientada. Sea w una
(n — 1)-forma diferenciable de soporte compacto. Entonces,

/dw:/ W|oM -
M oM

Demostracion. Como la integral en M se define a partir de particiones de la unidad
de forma que los soportes de las formas queden contenidos en imagenes de cartas,
el teorema quedard demostrado si lo vemos para (n — 1)-forma diferenciable de
soporte compacto en M = H™ con orientacién dada por dxq A - - - A dx,; por tanto
la orientacién de OM viene dada por dzs A - -+ A dz,,. Si dicho soporte no corta al
hiperplano 1 = 0 se tiene una demostracion igual que en la versién débil; el primer
término sale cero, y el segundo también ya que la forma es nula en x; = 0.

Sea w = Z?:l fidxy N+ -/\d/:z?l- A---Adz,, donde podemos extender todo a R™ de
forma que las funciones f;: R" — R, ¢ = 1,...,n, son diferenciables y de soporte
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compacto. Observemos que

dw = (Z(—l)i_l%> dry A - Ndxy,

=1
y que
(w|8M)(O,m2,...,mn) = fl (07 T2, . .. ,(L‘n)dl‘g ARERNA dxn-

Podemos suponer que existe K > 0 tal que el soporte de todas las funciones esta
contenido en A = [-K,0] x [-K, K]""!; denotemos Ay := {0} x [-K, K]""1.
Deducimos que

n . 6f
w = —1)t “dxy ... dx,, / w = frdxs ... dx,.
/M ;( ) A Oz ' oM oM o

Ao
Para cada i = 1,...,n definimos una funcién h;: R"~ ! — R tal que a cada
n — 1-tupla (z1,...,25,...,7,) € R""! le asocia la integral
af;
axz (.’171, e ;xi—ht,xi—&—l; c. ,.’En)dt.
R 7

Si¢ > 1, tenemos

" < of;
hi<fl‘1,...,xi,...,1‘n): 3 (331,...,xi_l,t,xi+1,...,mn)dt:
_K 0,
= fi(xl, e ,:Eq;,l,K, Lit1y-- .,I‘n) — fi(l‘l, ey Lj_1, —K, Li41y.-- ,an) = 0,

por lo que h; = 0. Por el teorema de Fubini, tenemos:

of /
= h; = 0.
A aﬂ?z Rn—1

0
0
hi(xzg,...,x,) = —afl (t,xo,...,xp)dt = f1(0,22,...,2,).
K T1

of
A Oz N /AO o,

Ejemplo 14.4. Como aplicacién vamos a comparar los volimenes de S” y de

Para =1,

Aplicando Fubini:

y tenemos el resultado. [J

B = {peR™" | |p| <1}

Para ello orientemos S™ como borde de B"t!. Denotaremos dB™*! y dS™ las formas

volumen. Sea p € S™; sea vq,...,v, una base ortonormal positiva de 7,,5™; por

tanto, p,v1,...,v, es una base ortonormal positiva de R"*! = T, B"*1. Sabemos
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que las formas multlineales alternadas dS) y olBgJrl estan determinadas por las
igualdades:
dS, (vi,...,vn) =1, dB;H(p,vl,...,vn):l.

Por tanto, deducimos que dS}) = (i,dB}*")gn. Denotemos X € X(B"*!) el campo
radial; es decir X, := p. Hemos visto que dS" = (iXdB”+1)|5n. Por tanto:

Vol,(S™) = / ds" = / (ixdB" )| gn = / d(ixdB" ) = / div XdB" .
n n Bn+1 Bn+1

Como X = Z?:Jrll xi%, se tiene que div X = n + 1, por lo que,

Vol,(S™) = (n+ 1)Vol,1(B™).

Observacion 14.5. El campo radial anterior es un caso particular de los campos
lineales de R™ (o méas generalmente de un espacio vectorial). Sea h: R"™ — R"
una aplicacién lineal de matriz A € M(n,R), A = (a;;)i j=1,..,n- El campo lineal
X5, € X(R™) asociado a h es el campo que a cada p € R™ le asocia el vector h(p).
Es decir, se trata del campo

< 0
Xh = Z(Z aijxj)a—.ri.

i=1 j=1
En particular, div X}, = 2?21 a;i; es decir, es constante e igual a tr h.

§15.- APLICACION A LAS FORMAS CUADRATICAS Y BILINEALES

En esta seccion F' es un espacio vectorial real de dimensién n con un producto
escalar (,). Fijamos ademés una forma bilineal H: F x F' — R. En ocasiones
necesitaremos una base ortonormal v, ..., v,. Denotaremos A € M (n,R) la matriz
de h en esta base; es decir, si A := (a;)i j=1,... n, entonces h(v;, v;) = a;;; si la forma
es simétrica también lo sera la matriz. Consideremos tres aplicaciones lineales de
Fen F*:

~ ®y: F — F*, donde si v € F, definimos ® y(v): FF — R tal que si w € F,
®y(v)(w) := (w,v). La matriz de esta aplicacién en la base anterior y en su
dual es la identidad.

— ®ft: F — F* donde si v € F, definimos ®&(v): F — R tal que si w € F,
O% () (w) i= H(w,v).

— oL F — F* donde si v € F, definimos ®%(v): F — R tal que si w € F,
O% () (w) i= H(v,w).

Sea B := (b;;); j=1,....n la matriz de @E en la base anterior y en sudual v}, ..., v}.

El elemento b;; es el coeficiente en v} de ®%(v;), es decir,

bij = (I)RI;(UJ')(UZ') = H(v;,vj) = ag;.
Es decir, B = A. De la misma forma, la matriz de ®% en estas bases es A. Como

® ) es un isomorfismo, podemos definir dos endomorfismos de F'.
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Definicién 15.1. Llamaremos operadores adjuntos de H a h't := (I)<_>1o(1>§ y bt =

q)<_>lo<I>{zI, que son endomorfismos de F'. Si H es simétrica ambos coinciden, el comin
se denota h y se llama operador autoadjunto.

Las matrices de estos operadores en vy, ...,v, son Ay *A. Lo que caracteriza a
los operadores adjuntos es:

(v, AT (w)) = @y (W (w))(v) = 5 (w)(v) = H(v, w),

y de la misma forma (v, hf(w)) = H(w,v).
Recordemos que la traza de un endomorfismo de F' estd bien definida a partir

de la traza de cualquiera de sus matrices. En nuestro caso, las trazas de h* y h%
coinciden por tener asociadas matrices transpuestas.

Definicién 15.2. Llamaremos traza de H a tr H := tr h®* = tr hL.

Se calcula asi sobre la base ortonormal vy, ..., v,:

trH = trh® = trA = z”: i = z”: H(vi,v;) = 2”: Q(v;),
i=1 i=1

i=1

donde @: F — R, definida como Q(v) := H(v,v), es la forma cuadrética asociada
a H.

Orientemos arbitrariamente F' y sea S la esfera de dimensién n — 1 y radio 1
centrada en 0 de F', orientada como borde de la bola unidad cerrada B. Con
independencia de la orientacion, tiene sentido considerar la media de H como sigue:

/S Qds

w(H) = Vol, 1)

Veamos cémo se calcula esta media. Denotemos w := QdS.Dadov € Sy ws,...,w,
base ortonormal positiva de 1},S C F, las formas w, y dB, estan determinadas por:

wy(wa, ..., w,) = Q(v), dBy(v,wa, ..., wy,) = 1.

Por otra parte,

(inr (o) dBo) (wa, . .., wn) = dBy(h(v),wa, ..., w,) =
:dB(vhR v—}—sz, V)W, Way e .y Wyy) =

= (v, hR(v))dBU(v,wg, coywy) = H(v,v) = Q(v).

Deducimos que w, = (ipr(,)dBy)|s. Consideramos como antes el campo lineal
Xpr € X(F) asociado a h, y tenemos w = (ix, ,dB)s. Recordemos que div Xjr
es constante igual a tr hf* = tr H. Ademds,

/Sstzfswzfg(ithdB>|s=

tr H
- / d(ix, ,dB) = / div X,rdB = tr H Vol (B) = —
B B

VOln 1 (S)

Por tanto, hemos demostrado:
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Proposicion 15.3. Dada H forma bilineal sobre F y vq,...,v, base ortonormal
de F, se tiene:

n

p(H) = 2 = =37 Q).

§16.- CURVATURA DE RICCI Y CURVATURA MEDIA

Vamos a aplicar los resultados de la seccion anterior a una variedad rieman-
niana M de dimensién n > 1. Consideremos su tensor de curvatura R: X(M)* —
C>(M). Dado p € M, este tensor define una forma tetralineal R,: T,M* — R.
Fijemos dos vectores x,z € T,M; estos dos vectores definen una forma bilineal
Ry(x,—,2,—): T,M? — R tal que R,(x,—,z,—)(y,t) := Ry(z,y,2,t). Definimos
una funcién

Ric,: T,M* — R, Ricy(x, z) := n lu(Rp(ac, —,2z,—)).
/”L —
Si v1,...,v, es una base ortonormal de T, M, se tiene:
1 n
Ricy(z,2) = —3 ZlRp(m,vi, Z,0;).
1=

De esta igualdad deducimos varias cosas:

— La expresion de la derecha no depende de la base ortonormal elegida.

— Ric, resulta ser una forma bilineal simétrica.

— Podemos definir un tensor Ric: X(M)? — C°°(M) tal que en cada punto p € M
nos dé Ric,.

Definicién 16.1. El tensor Ric se llama tensor de Ricci de M. Dadop € M y
x € T,M, llamaremos curvatura de Ricci de x a Ricy(z) := Ricy(x,x).

Observacion 16.2. Vamos a interpretar Ric,(x) para x € T), M unitario. Denotemos
E, el espacio ortogonal a x en T,,M; es un espacio de dimensiéon n — 1. Denotemos
R la restriccién de R(z, —,z,—) a E,. Observemos que R es una forma bilineal
simétrica debido a las propiedades del tensor de curvatura. Sea vs, ..., v, una base
ortonormal de F,. Observemos que

1 n
Ricy(z) = ZRp(x,vi,x,vi) = u(Ry).
=2

n—14

Es decir, Ric,(z,z) es la media de la forma bilineal R} sobre E,. Dicha media se
calcula al integrar sobre los vectores unitarios y de F,:

Ri_(%y) = Rp(x7y7x7y) = K(U%y)a

donde o, es el subespacio vectorial de T, M engendrado por z e y. De esta forma
aparecen (y exactamente dos veces) los subespacios de dimensién dos que contienen
a z. Asi, si x es un vector unitario Ricy,(x,x) se interpreta como la media de las
curvaturas seccionales de los planos que contienen a x.
Consideremos ahora la forma bilineal simétrica Ric,: T,M?* — R.
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Definicién 16.3. La curvatura escalar de M es una funciéon K: M — R tal que
K(p) := p(Ricy).

Se trata de la media de la forma cuadratica asociada a Ric,; sobre una base
ortonormal vy, ..., v, se expresa:

1~ .
K(p) = EZchp(vi,vi).
i=1

Como antes, deducimos que el término de la derecha no depende de la base elegida,
y como Ric es un tensor diferenciable, vemos que K: M — R es una funcion
diferenciable.

§17.- DEFINICION ALTERNATIVA DE LA CURVATURA

En esta seccion, M es una variedad diferenciable, E es un fibrado lineal de rango
k y V una conexién sobre E. Interpretamos la conexion como una aplicacion
V:I'(E) — &Y(M; E),
tal que si s € I'(E) y f € C*>°(M), se tiene V(fs) = df A s+ fV(s). Recordemos
que es posible extender esta definicién a:
V:E(M;E) — &Y M; E),
tal que si w € EY(M) y n € E"(M; E), se tiene
V(wAn) =dwAn+(—=1)wAV(n).
Consideremos V2: I'(E) — E2(M; E). Sean s € I'(E) y f € C®(M):
V2(fs) = V(df As+fV(s)) = d* fAs+(—1) df AV () +df AV (s)+fVZ(s) = fVZ(s).
Asi, podemos interpretar V2 como una aplicacién C(M)-multilineal
D:X(M)x X(M) xT'(E) —T'(E),

que es ademas antisimétrica en las dos primeras variables. Consideremos el fibrado
asociado a F de sus endomorfismos; se trata de un fibrado vectorial 7: End E — M
de rango k? y tal que la fibra sobre un punto p se identifica con End E,. De esta
forma D lo podemos identificar con un elemento de £2(M;End E), es decir una
2-forma con valores en End E.

Recordatorio 17.1. Recordemos que una forma de construir fibrados asociados
era la siguiente. Supongamos que tenemos un fibrado lineal de fibra F' y para
simplificar supongamos que el grupo de Lie que actia es GL(F') con la accién
estdndar. Entonces GL(F) actiia sobre el grupo de los endomorfismos de F:

GL(F) x End F — End F, g-u:=gug ', Vg € GL(F), Yu € End F.
Si F = R*, identificamos GL(F) = GL(k;R) y End E = M (k,R), y la composicién

con el producto matricial. Como vimos anteriormente, si fijamos un abierto V'
donde E sea trivializable, y fijamos una base local si, ..., s de secciones de Ey,
77777 i de 1-formas dife-

renciables. La matriz viene definida por:
(Vs1...Vsk) = (s1...56) N0,

donde el producto es una combinacién de productos estandar, exteriores y matri-
ciales.
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Supongamos que tenemos otra base local ¢4, ...,t; sobre V tal que

($1...8¢) = (t1...tk)g,

donde g: V. — GL(k;R) es una funcién diferenciable que expresa los cambios de
base. Sea ¢ := (¢;;)i j=1,.. k la matriz de 1-formas en esta base. La relacion es:

¢=g0g ' +dg-g ",

donde dg es la matriz de 1-formas cuyas entradas son las diferenciales de las entradas
de de g.

De la misma forma, la aplicacién V? viene determinada por una matriz  :=
(Qi5)i,j=1,....n de 2-formas tal que

(V2s1...V?s,) = (51...51) A,

donde Q2 = df + 0 A6. Si ® es la matriz correspondiente a V2 y t1,..., 1, en este
caso la relacién es ® = gQ¢g~!, debido al cardcter tensorial y como se puede calcular
directamente.

Utilizamos sin demostracion la siguiente proposicion.

Proposicién 17.2. Sean Xo, X1,..., X, € X(M); sean € E(M;E). Como
V(n) € ETHM; E), al evaluarla en r + 1 campos se obtiene un elemento de T'(E).
FEste elemento se expresa:

T

V(n)(Xle; < 7Xr) - Z(—l)JVXJ (7](X0, .. .,Xj, .. .,XT)—l—

7=0
+ > (U)X X)L Xos o X X X
Sean s € I'(E) y sean X,Y € X(M). Entonces:
V2(s)(X,Y) = Vx(V(s)(Y) = Vy(V(s)(X) = V(s)([X, Y]) =
= vay(s) - VyVX(S) - V[X,y](s).

Es decir si E = T'M, hemos visto que V?(Z)(X,Y) = —R(X,Y)Z,VX,Y,Z €
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