1. INTRODUCCION HISTORICA Y PRINCIPALES
APLICACIONES DE LOS GRUPOS DE LIE

La teoria de grupos de transformaciones continuas, mas tarde llamados grupos
de Lie, fue construida hacia 1873 por el matemético noruego Sophus Lie (1842-
1899). Esta surge de su trabajo en ecuaciones diferenciales y “contact transforma-
tion”. El tenfa en mente desarrollar una teorfa de Galois de ecuaciones diferencia-
les, en la cual estos grupos jugarian el papel de grupos de Galois de una ecuacion
algebraica.

Cuando los estudiantes se encuentran por primera vez con las ecuaciones dife-
renciales ordinarias se les presenta una variedad de técnicas especiales designadas
para resolver ciertos tipos de ecuaciones particulares no relacionadas a primera
vista, como las ecuaciones exactas, homogéneas o separables. Realmente, este era
el estado de la técnica en torno a la mitad del siglo XIX, cuando Sophus Lie hi-
zo el profundo descubrimiento de que estos métodos especiales eran, de hecho,
todos casos especiales de un procedimiento general de integracion basado en la
invariancia de las ecuaciones diferenciables bajo un grupo continuo de simetrias.
Esa observacion unificaba y extendia significativamente las técnicas de integracion
disponibles, e inspiro a Lie para dedicar el resto de su carrera matematica al de-
sarrollo y aplicacién de su teoria monumental de grupos continuos.

Estos grupos han tenido un profundo impacto en todas las areas de las ma-
tematicas, tanto puras como aplicadas, también en fisica, ingenieria y otras ciencias
basadas en matematicas. La aplicacién de los grupos de Lie incluye campos tan
diversos como la topologia algebraica, la geometria diferencial, el analisis numéri-

co, la mecénica clésica, la relatividad y muchos mas.

Por ejemplo, en la primera mitad del siglo X 1.X, N.I. Lobachevski desarrollé un
nuevo sistema geométrico, que lleva su nombre. Aproximadamente al mismo tiem-
po la geometria proyectiva emergié como un sistema geométrico independiente;
un poco mas tarde se cred la geometria de Riemann. Dentro de la segunda mitad
del siglo X I X podriamos enumerar asi una serie de sistemas geométricos indepen-
dientes que estudian desde diferentes puntos de vista “las formas espaciales del
mundo real” (Engels). Gracias a la teoria de grupos fue posible comprender todos
estos sistemas geométricos desde un solo punto de vista, pero conservando sus

diferencias cualitativas mas importantes. Esta idea fue introducida por F. Klein,
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consiste en clasificar los distintos sistemas geométricos por sus grupos de movi-
mientos o automorfismos, y estos son precisamente grupos de Lie. Esta aplicacion
motivo de manera muy importante el estudio de los grupos de Lie.

Por otro lado, problemas no resueltos aun para grupos finitos se resolvieron de
forma relativamente rapida para grupos de Lie. Un ejemplo es la clasificacion de
los grupos de Lie simples, que fue obtenida por Killing y Cartan ya a finales del
siglo X I1X. Tambien, mediante el desarrollo de los grupos de Lie, los mateméticos
soviéticos V.V. Morozov, A.I. Malsev y E.B. Dynkin han encontrado una solucién
completa del problema de clasificar los subgrupos simples de los grupos de Lie.

Otra motivacion para el estudio de grupos de Lie fue el quinto problema pro-
puesto por Hilbert: El problema de generalizar el concepto de grupo de Lie para
grupos de transformaciones continuas sin suponer la diferenciabilidad de la funcion
que define el grupo. La solucién final se dié en 1952 por Gleason, Montgomery y
Zippin. El teorema que probaron fue que si G es un grupo topolégico entonces las

siguientes condiciones son equivalentes:

1. G es un grupo de Lie
2. Existe un entorno U de 1 tal que 1 es el inico subgrupo contenido en U.

3. Existe un entorno V' de 1 tal que V' es homeomorfo a un abierto de R".

Alguien que este ya familiarizado con una de esas modernas manifestaciones de
la teoria de grupos de Lie puede estar probablemente sorprendido de aprender que
su fuente de inspiracién original fue el campo de las ecuaciones diferenciables. Una
posible causa para la ausencia de familiaridad con este aspecto importante de la
teoria de grupos de Lie es el hecho de que los grupos de Lie que aparecen como
grupos de simetria de genuinos sistemas fisicos de ecuaciones diferenciables no son
a menudo grupos particularmente elegantes desde un punto de vista matemaético.
Histéricamente, la aplicacion de los grupos de Lie a ecuaciones diferenciales promo-
vida por Lie y Noether se desvanece en la oscuridad en tanto que la reformulacion
global abstracta de la geometria diferencial y la teoria de grupos de Lie, defendida
por Cartan ganaba terreno en la comunidad matematica. La materia completa per-
manece latente durante casi medio siglo hasta que G. Burkhoff llamé la atencion
sobre la inexplotada aplicacién de los grupos de Lie a las ecuaciones diferencia-
bles de mecanica de fluidos. Posteriormente Ovsianmikov y su escuela comienzan
un programa sistematico de éxito aplicando estos métodos a un amplio registro
de importantes problemas fisicos. Las dos tltimas décadas han presenciado una
explosion de la actividad de busqueda en este campo, tanto en la aplicacién a
sistemas fisicos concretos como en las extensiones de la teorfa. Sin embargo, mu-

chas cuestiones permanecen sin resolver y el rango completo de la aplicacion de los
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métodos de los grupos de Lie a ecuaciones diferenciales estd todavia sin determinar.

2. DEFINICION Y EJEMPLOS DE GRUPOS DE LIE

Un grupo de Lie G es un grupo que tiene estructura de variedad diferenciable
y para la cual la funciéon de grupo

0: GxG —G
(91,92) — 9192

es diferenciable

NOTAS.

1. Dependiendo de la bibliografia consultada, podemos encontrar como defini-
cion de grupo de Lie un grupo que tiene estructura de variedad diferenciable

y para la cual la funciéon de grupo

0: GxG — G
(91,92) — 9195

es diferenciable.
Estas dos definiciones son equivalentes. En efecto, veremos que la definicién
dada implica que la aplicacién g — g~ ! es diferenciable. La otra implicacién

es inmediata.

2. Como hemos incluido la 2° numerabilidad en la definicién de variedad dife-

renciable, los grupos de Lie serdn siempre //-numerables.

EJEMPLOS.

1. El espacio Euclideo R", con la suma de vectores, es un grupo de Lie.

2. Los nimeros complejos no nulos C*, con la multiplicacién, forman un grupo
de Lie.

3. La circunferencia unidad S' C C*, con la multiplicacién inducida por C*,
es un grupo de Lie.



W~

ot

D

. El producto G x H de dos grupos de Lie es también un grupo de Lie con
la estructura de variedad producto y la estructura de grupo de producto

directo, esto es:

(91, h1)(gzh2) = (91927 h1h2)

. El n-toro T™(n € N — {0}) es un grupo de Lie que es el producto del grupo
de Lie S n veces.

. La variedad GL(n,R) de todas las matrices n x n reales no singulares es un
grupo de Lie bajo la multiplicacion de matrices.

. El conjunto de todas las matrices no singulares supertriangulares n x n
reales (los elementos bajo la diagonal son cero) es un grupo de Lie bajo la
multiplicacion de matrices.

. El producto semidirecto A x B de dos grupos de Lie es tambien grupo de Lie
con la estructura de variedad producto y la estructura de grupo de producto

semidirecto, esto es:
(a,b)(a’,b') := (ad’,bhy (b))

donde h, € AutB y A+ h, es un homomorfismo.
Los dos siguientes ejemplos, son casos particulares de producto semidirecto
de dos grupos de Lie.

. Sean R* los nimeros reales no nulos, y sea K la variedad producto R* x R.
Con la estructura de grupo en K definida por (s,t)(s1,t1) = (ss1, st + t)
K se reconvierte en un grupo de Lie. Este grupo de Lie es el grupo de las
transformaciones afines de R, para el cual si identificamos el elemento (s, t)
de K con la transformacion afin x — sx + ¢, entonces la multiplicacion en
K es composicién de transformaciones afines.

. Sea K la variedad producto GL(n,R) x R™. Definimos una estructura de
grupo en K mediante

(A, U)(Al, Ul) = (AAl, AUl + U)

Con esta estructura de grupo, K se convierte en grupo de Lie. Este grupo de
Lie es el grupo de transformaciones afines R"™ para el cual, si identificamos
el elemento (A,v) de K con la transformacién afin © — Az + v de R,

entonces la multiplicacion en K es composicién de transformaciones afines.



3. PROPIEDADES

Dado un elemento de un grupo de Lie GG, la funcion:

L,: ¢ —{

g —ag

se llama traslacion a izquierda por a. Como la funcién de grupo 6 es diferenciable,
L, es diferenciable. Su inversa L, ! también es diferenciable y, por tanto, L, es un
difeomorfismo de GG en si mismo.

Lo mismo aplicado a la traslacion a derecha:
R,:9— ga
Hemos postulado que la funcién de grupo 6 : G x G — G de un grupo Lie es

diferenciable. Ahora mostramos que esto implica que la otra funciéon de grupo es
también diferenciable.

Proposicién 3.1. Si G es un grupo de Lie, la funcion
v: G —G

g —g "

es un difeomorfismo.

Demostracion. Daremos una idea de la demostracion, ésta se puede encontrar en
el capitulo 12 del Brickell.

Como v es una biyeccion y es su propia inversa, solo tenemos que demostrar que es
diferenciable. Realmente, bastara probar que es diferenciable el elemento unidad
e de G, ya que, para g € G,

'Lb = Rg—l O’(ﬂOLgfl

y la diferenciabilidad de v en g se seguira de su diferenciabilidad en e. Para ver
esto, basta elegir un entorno lo suficientemente pequeno de e y una carta tal que
re =0 ,si f:= (z x z)"'ofoux representacién de 6, existen entornos U, V del
0 € R tal que Vw € U Jlv € V tal que f(v,w) = 0 y la funcién w +— v es
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diferenciable y es una representacion de v

3.1. Algunas propiedades topolégicas de los grupo de Lie.

Un grupo de Lie es un grupo que tiene la estructura de una variedad diferenciable
y para la cual la funciéon de grupo es diferenciable.

Sin embargo, examinaremos primero una estructura mas simple:

Un grupo topologico G es un grupo que tiene la estructura de espacio topoldgico
y para el cual las funciones de grupo

0:GxG— G
v:G— G
son continuas.
Se sigue de la proposiciéon anterior que un grupo de Lie con la topologia inducida

por su estructura diferenciable es un grupo topoldgico.

Argumentos similares a los ya usados nos muestran que las traslaciones a iz-

quierda, ya definidas, de un grupo topolégico son homeomorfismos.

Un subgrupo de un grupo topolégico G' que es un subconjunto abierto de G es
llamado un subgrupo abierto de G.
Un subgrupo cerrado de G se define de manera similar.
Un subgrupo abierto H de G es necesariamente cerrado, ya que G \ H es la unién
de todos los subconjuntos abiertos gH, donde g € G\ H y gH es abierto en G.

Necesitaremos dos proposiciones sobre grupos topolégicos relacionadas con la
idea de conexion.

Proposicion 3.2. La componente G, que contiene a la unidad e de un grupo
topologico G es un subgrupo normal de G. Las otras componentes son los comple-
mentarios de G, en G

Demostracion. Ver Brickell Cap.12
O

Proposicién 3.3. Un grupo topoldgico convexro G es generado por un entorno del
elemento unidad.



Demostracion. Ver Brickell Cap.12

Propiedades.

1. Si U es un subconjunto abierto de un grupo topolégico G, el conjunto L,U
es también abierto. Es denotado a menudo por alUU. Si U y V' son ambos sub-
conjuntos abiertos de G, el conjunto UV = {gh|lg € U,h € V} es también
abierto porque es la unién de todos los conjuntos abiertos gV donde g € U.
Es una consecuencia de la continuidad de la funcién de grupo 6 que, dado un
entorno U de la unidad e, existe un entorno W de e tal que W2 = WW C U

2. Como la funcién continua ¢ : G — G es su propia inversa, es un ho-
meomorfismo. Si U es un subconjunto abierto de un grupo topolégico G, el
conjunto U_; = {g~'} para todo g € U es el mismo que U y por tanto
es abierto. Consecuentemente, dados los entornos U y W de e tales que
W2 €U , entonces V=W NW~! es un entorno de e tal que V = V"1, Se
sigue que V-V € U

Si G y H son grupos de Lie, un homomorfismo de grupos de Lie de G a H es
una aplicacion diferenciable F' : G — H que es también un homomorfismo de
grupos.

Se llamara isomorfismo de grupos de Lie si es también un difeomorfismo, lo que
implica que tiene una inversa que es también un homomorfismo de grupos de Lie.
Un automorfismo de grupos de Lie es un isomorfismo de grupos de Lie de GG en si
mismo.

Un subgrupo de Lie de un grupo de Lie G es un subgrupo de G dotado de una
estructura topolédgica y diferenciable que lo hace grupo de Lie y subvariedad in-

mersa en G.

Lema 3.4. Sea G un grupo de Lie, y supongamos que H C G es un subgrupo que
es también una subvariedad encajada. Entonces H es un subgrupo de Lie.

Demostracion. Solo necesitamos comprobar que la multiplicacion H x H — H
y la inversiéon H — H son aplicaciones diferenciables. Como la multiplicacién es
una aplicaciéon diferenciable de G x GG, en su restriccion es claramente diferenciable
de H x H en G (esto es cierto incluso si H estd simplemente inmerso). Como H
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es un subgrupo, la multiplicaciéon va de H x H en H, y como H esta encajado, es

una aplicacién diferenciable en H. Un argumento similar se aplica a la inmersion.

U

EJEMPLOS.

1. El grupo S* es un subgrupo de Lie de C* porque es un subgrupo y una
subvariedad encajada.

2. El grupo ortogonal O(n) es un subgrupo de Lie encajado de GL(n,R). Es
un grupo compacto porque es un subconjunto cerrado y acotado de M,,,(R)

3. El grupo especial lineal SL(n,R) es el conjunto de matrices n x n con deter-
minante 1. Como la funcién determinante satisface det(AB) = detA - det,
SL(n,R) es un subgrupo de GL(n,R). Veamos que
det : GL(n,R) — R es una submersion diferenciable: Sea A € GL(n,R)
arbitraria, y sea 7 : R — GL(n,R) la curva diferenciable v(t) = e’ A, en-

tonces

d d
det,y'(0) = pr |i—o det(efA) = pr li—o (e"detA) = ndetA # 0

Esto nos muestra que det, : TAGL(n,R) — TyetaR = R 1o es la aplica-
cién nula y como R es unidimensional, se sigue que det, tiene rango 1.
Asf det es una submersién de lo cual se sigue que SL(n,R) = det™'(1) es
una subvariedad encajada y por lo tanto un subgrupo de Lie.

4. Sea H C T? la subvariedad inmersa densa del toro que es la imagen de
la inmersién v : R — T2 que puede escribirse en notacién compleja de
C? como ~(t) = (e*™ e*™a) donde « es un numero irracional. Es facil
comprobar que v es un homomorfismo de grupos y de esta forma H es un
subgrupo de T?2. Como la estructura diferenciable en H esta definida de
forma que v : R — H sea un difeomorfismo, H es un grupo de Lie (de
hecho, isomorfo como grupo de Lie a R) y es por tanto un subgrupo de Lie
de T2.



4. EL ALGEBRA DE LIE DE UN GRUPO DE LIE

El conjunto de campos vectoriales en un grupo de Lie que son invariantes bajo
todas las traslaciones a izquierda forma un espacio vectorial finito, que lleva consi-
go un producto bilineal natural que le dota de una estructura algebraica conocida
como dlgebra de Lie. Muchas de las propiedades de un grupo de Lie se reflejan en
la estructura algebraica de su algebra de Lie. En este apartado, introduciremos
la definicién de dlgebra de Lie abstracta, definiremos el algebra de Lie de un gru-
po de Lie y exploraremos algunas de sus propiedades importantes incluyendo la
relacion entre algebras de Lie, homomorfismos de grupos de Lie y subgrupos uni-
paramétricos de grupos de Lie. Después introduciremos la aplicacién exponencial,
una aplicacién diferenciable del algebra de Lie en el grupo que muestra de una
manera muy explicita como la estructura de grupo cerca de la identidad esta re-
flejada en la estructura algebraica del dlgebra de Lie. La culminacién del apartado
es una completa descripcién de la correspondencia entre grupos de Lie y algebras
de Lie: Hay una correspondencia biyectiva entre las dlgebras de Lie de dimension
finita y grupos de Lie simplemente conexos, y todos los grupos de Lie con un alge-

bra de Lie dada son cocientes de los simplemente conexos por subgrupos discretos.

4.1. Algebras de Lie y ejemplos.

Definicién 4.1. Un algebra de Lie es un espacio vectorial b con una aplicacion
bilineal b x b — b, denotada por (X,Y) — [X,Y] y llamada el corchete de X e
Y, que satisface las dos propiedades siguientes para todos X,Y,Z € b

1. Antisimétrica: [X,Y] = —[Y, X]

2. Identidad de Jacobi: [X,[Y, Z]] + [V, [X, Z]] + [Z,[X, Y]] =0

Notemos que la identidad de Jacobi es un sustituto para la asociatividad, que
no se produce en general para el cociente en un algebra de Lie. La importancia
del concepto de dlgebra de Lie es que hay un algebra de Lie de dimension finita
asociada con cada grupo de Lie y que las propiedades de un grupo de Lie estaran

reflejadas en su algebra de Lie.

EJEMPLOS DE ALGEBRAS DE LIE.
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1. El espacio vectorial M,,(R) de las matrices reales n x n es un algebra de
Lie si definimos: [A, B] = AB — BA

2. El espacio vectorial de todos los campos vectoriales diferenciables en una
variedad diferenciable M es un algebra de Lie bajo la operacién corchete de
Lie.

3. Cualquier espacio vectorial V' se convierte en un algebra de Lie si definimos
todos los corchetes de Lie como 0. Tal algebra de Lie se dice abeliana.

Definicién 4.2. Si b es un dlgebra de Lie, un subespacio lineal a C b se llama
subdlgebra de Lie de b si es cerrado bajo los corchetes. En este caso a serd también

un algebra de Lie con la misma operacion corchete.

Si a y b son algebras de Lie, una aplicacion lineal A : a — b se llama homo-
morfismo de algebras de Lie si preserva los corchetes: A[X,Y] = [AX, AY].

Un homomorfismo de algebras de Lie inversible se llama isomorfismo de algebras
de Lie. Si existe un isomorfismo de &dlgebras de Lie de a a b, decimos que son

isomorfas como algebras de Lie.

4.2. Algebras de Lie de un grupo de Lie.

Definicién 4.3. Suponer que G es un grupo de Lie. Un campo vectorial diferen-
ciable X € X(G) se dice que es invariante a izquierda si es invariante bajo todas
las traslaciones a izquierda de G: Ly, X = X para cada g € G (Notar que como L,
es un difeomorfismo, Ly X es un campo vectorial bien definido en G, y el que el
L, X = X significa que Ly (X,) = X,y para cada par g, ¢’ de elementos de G).

Lema 4.4. Sea G un grupo de Lie, y sea g el conjunto de campos vectoriales

invariantes a izquierda en G. Entonces g es una subdlgebra de Lie de X(Q)

Demostracion. Como Lg*(aX +bY) = aLy, X +bL,.Y, es claro que g es un subes-
pacio lineal de X(G). Ademas, si X,Y € g L, [X,Y]| = [LsX, L,Y] = [X,Y].
Asi, g es cerrado bajo los corchetes. O

El algebra de Lie g se llama el dlgebra de Lie del grupo de Lie G. El hecho
fundamental es que g es de dimension finita, incluso tiene la misma dimension que

GG, como muestra el siguiente teorema.
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Teorema 4.5. Sea G un grupo de Lie, y sea g su dlgebra de Lie. La aplicacion eva-
luacion g — T.G, dada por X — X, es un isomorfismo de espacios vectoriales.

Asi, g es de dimension finita, con dimension igual a la dimension de G.

Demostracion. Probaremos el teorema construyendo una inversa a la aplicacion
evaluacién. Para cada V' € T.G, definimos una seccién V' de T'G por: V, := Ly, V

Si hay algiin campo vectorial invariante a izquierda en GG cuyo valor en la iden-

tidad es V, claramente tendria que estar dado por esta férmula.

Primero necesitamos comprobar que V es de hecho un campo vectorial dife-
renciable. Por lo visto en clase, serd suficiente demostrar que 1% f es diferenciable
siempre que f sea una aplicacién diferenciable en un conjunto abierto U C G.
Elijamos una curva diferenciable v : (—¢,e) — G tal que v(0) = e y 7/(0) = V.
Entonces, para g € U,

VI9) = Vof = (Lg-V)F = V(f - Lg) =7 (0)(f - Ly) =
= % li=o (f - Ly - v) = %f(gv(t)) li=0
La expresién ¢(g,t) = f(gy(t)) depende diferenciablemente de (g,t), porque es

una composicién de la multiplicacién del grupo, f y . Asi, su derivada respecto
de t depende diferenciablemente de g, y por tanto V f es diferenciable.

Ahora tenemos que comprobar que V es invariante a izquierda, es decir, com-
probar que L.V, = V4 para todos los g, h € G. Esto se sigue de la definicién de
V' y del hecho de que Ly, - Ly = Lyy,:

Lh*‘,}g = Lh*(Lg*V) = th*v = th

Asf, Veg

Finalmente, comprobemos que la aplicacion 7: V' — V es una inversa para la
aplicacion evaluacién € : X — X,.
Por un lado, dado un vector V € T,G,

e(r(V) =V, =L,V =V
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Lo que muestra que ¢ - 7 es la identidad en T,G.

Por otro lado, dado un campo vectorial X € g

7(e(X))y = XLy = Ly Xe = X,

Lo que nos muestra que 7 - € es la identidad en g. U

EJEMPLOS DE ALGEBRAS DE LIE DE ALGUNOS GRUPOS DE LIE.

1. El espacio euclideo R™: La traslacion a izquierda por un elemento b € R"

es dada por la aplicacion afin Ly(z) = x + b, v Ly, se representa mediante

la matriz identidad en coordenadas estandar. Esto implica que un campo
o
ox*
constantes. Como dos campos vectoriales de coeficientes constantes conmu-

vectorial v’

es invariante a izquierda si y solo si sus coeficientes v* son

tan, el algebra de Lie de R™ es abeliana y es isomorfa a R™ con la operacién
corchete de Lie.

. La circunferencia unidad S': En un entorno de cada punto de S!, una ade-

cuada eleccion de la funciéon angulo # nos da una coordenada local. Como
las diversas elecciones de funcion angulo difieren en constantes, el campo
vectorial % es independiente de que funcion angulo se usa. Es sencillo com-

probar que % engendra el dlgebra de Lie de S*.

. El n-toro T™: En T", los campos vectoriales a%l» ..., 2% definidos de manera

) 0m
obvia, son invariantes a izquierda y engendran el algebra de Lie. Como son

campos vectoriales coordenados en algin conjunto abierto suficientemente
pequeno, conmutan. Asi, el algebra de Lie de T™ es abeliana.

. El grupo general lineal GL(n,R): Como GL(n,R) es un subconjunto abier-

to del espacio vectorial M, (R), su espacio tangente en cada punto puede
identificarse con M,,(R). Usando los coeficientes de la matriz A;; como

coordenadas, esta identificacién toma la forma:

0
(Bij) «— Y Bij=— |a

Sea gl(n,R) el dlgebra de Lie de GL(n,R). Tenemos isomorfismos de es-
pacios vectoriales
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gl(n,R) 2 T''/GL(n,R) = M,,(R)
El campo vectorial invariante a izquierda correspondiente a una matriz

B = (B;;) € Mun(R) es dado por:

0

BA_LA*ZBUaA |)
j

Como L4 es la restriccion de la aplicacion lineal B — AB, entonces L 4.
se representa en coordenadas pos exactamente la misma aplicacion lineal.

En otras palabras,

0
ZAZ]BJkaA ‘

ijk

Dadas dos matrices B,C € M,,(R), el corchete de Lie de los correspon-
dientes campos vectoriales invariantes a izquierda es dado por:

0 0
= Ay Bk gy >, ququanT] =
pqr

ijk
9 9 0 o
Z AzJBJkaA (qucqr)a A,y Z AMC‘”@A (Aiijk)aAik -
ijkpar ijkpar
o 0
= Z Az] kOkr ZT Z APQCQTBTk aA
ijkr Jpgr

i3 BirCrr = Aig O Bir) 51—

ijkr

donde hemos usado el hecho de que gi‘lﬁ: esigualaunosip=iyq==%k
y cero en otro caso, y B;; y C;; son constantes. Evaluando esta ultima ex-

presion cuando A es igual a la matriz identidad, obtenemos:

0

B,Cl; = (ByChr — CitB
[ 70]1 Z( zkckr C’Lk kr)aAW‘

ikr
Este es el vector correspondiente al corchete conmutador [B, C]. Como el
campo vectorial invariante a izquierda [B, C] estd determinado por su valor

en la identidad, esto implica que [E , 5’] = [B, C]. En otras palabras, hemos
probado lo siguiente:
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La aplicacién (4,1) nos da un isomorfismo de algebras entre M,,,(R) con el
corchete conmutador y gl(n,R).
A menudo identificaremos gl(n,R) con el dlgebra de Lie matricial M,,,(R)

por medio de ese isomorfismo.

El teorema (4,5) tiene el siguiente corolario:

Corolario 4.6. Todo grupo de Lie es paralelizable.

Demostracion. Sea G un grupo de Lie y sea g su algebra de Lie. Eligiendo cualquier

base Xi,...,X, para g, el teorema anterior nos dice que Xile, ..., X,|. forman
una base para T,.G. Para cada g € G, Ly, : T.G — T,G es un isomorfismo que
lleva X;|. a X;|,, por tanto Xi|y,...,X,|, forman una base para T,G en cada
ge G O

La demostracion del corolario anterior nos muestra que cualquier base para el
algebra de Lie de G es un sistema generador (frame) global consistente en campos
vectoriales invariantes a izquierda. Llamaremos a tal sistema generador, sistema

generador invariante a izquierda.

EJEMPLOS.

1. { 8‘;} forman un sistema generador invariante a izquierda para el grupo de

Lie R".

0
06"

2. Los campos vectoriales {2} forman un sistema generador invariante a iz-

quierda para T".

3. Como SU(2) es difeomorfo a S3, se sigue que S* es paralelizable.
Un sistema generador global explicito para S?® viene dado en coordenadas
en RY(w, .y, 2) por:

— _p 0 o _ .9 9
Xl = Ty, + W Z@y + Yo,
— g0 9 9 _ .0
Xy = Yow + %oz + way Loz
—_,0 .0 9 9
X3 = "%3w Yoz + x@y + Wa;

De hecho, se mostré en 1958 por Raul Bott y John Milnor usando métodos
méas avanzados que las tinicas esferas paralelizables eran S, S% y S7. Asi,
estas son las unicas esferas que tienen posibilidad de admitir estructura de
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grupo de Lie. (Las dos primeras la admiten como hemos visto, S” no tiene
estructura de grupo de Lie).

4.3. Homomorfismos de algebras de Lie inducidos.

En esta seccion veremos que un homomorfismo de Lie entre grupos de Lie induce
un homomorfismo de &dlgebras de Lie entre sus dlgebras de Lie, y estudiaremos
algunas de las consecuencias de este hecho.

Teorema 4.7. Sean G y H grupos de Lie y g y b sus dlgebras de Lie, y suponga-
mos que F': G — H es un homomorfismo de grupos de Lie. Para cada X € g,
hay un inico campo vectorial en § que esta F'-relacionado con X. La aplicacion
F, : g — b asi definida es un homomorfismo de dlgebras de Lie.

Demostracion. Si hay algiin campo vectorial Y € b que este F-relacionado con X,
debe satisfacer Y, = F,X,, y asi debe estar definido por Y = F,X,. Para demos-
trar que este Y esta F-relacionado con X, notemos que el hecho de que F' sea un

homomorfismo implica que:

F(g1,92) = F(91)F(92) = F(Lg,92) = Lr(g,)F(g2)
:>F-Lg:LF(g)'FiF*-Lg*:LF(g)*-F*

Asi
F*Xg = F* (Lg*Xe) = LF(g)*F*Xe == LF(g)*Y:a = YF(g)
Esto nos dice precisamente que X e Y estan F-relacionados.
Ahora, para cada X € g, sea F,X el tnico campo vectorial en h que estd F-

relacionado con X. Se sigue inmediatamente de la naturalidad del corchete de Lie
que F,[X,Y] = [F.X, F.Y], y asi F, es un homomorfismo de &lgebras de Lie. [

Proposicién 4.8. Propiedades del homomorfismo inducido

1. El homomorfismo ldg. : ¢ — ¢ inducido por la aplicacion identidad de G,
es la identidad de g
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2.9%F :G— HyF,: H— K son homomorfismos de grupos de Lie,
entonces (Fy o Fi)w = (Fo)x o (F1)s: g — R.

Demostracion. Se sigue de manera inmediata de la construccién del homomorfismo

inducido. O

En el lenguaje de la teoria de categorias (Ver Algebra IV'), esta proposicién nos

dice que la asignacion:

G—g
F— F,

es un funtor covariante de la categoria de grupos de Lie en la categoria de algebras

de Lie. El siguiente corolario es inmediato:

Corolario 4.9. Grupos de Lie isomorfos tienen dlgebras de Lie isomorfas.

Corolario 4.10. Supongamos que H C G es un subgrupo de Lie. El subconjunto
b C g definido por:

h={XcgX cT.H}
es una subdlgebra de Lie de g canonicamente isomorfa a b.

Demostracion. Es claro que la aplicacién inclusion iy : H < G es un homomor-
fismo de grupos de Lie, por tanto ig.(h) es una subdlgebra de Lie de g. Por el
modo en que definimos el homomorfismo de algebras de Lie inducido, esta subalge-
bra es precisamente el conjunto de campos vectoriales invariantes a izquierda de
G cuyo valor en la identidad es de la forma ig,V para algin V € T.H. Como
iy - T.H — T,G es la inclusién de T, H como un subespacio en T.G, se sigue
que ig.(h) = b.

Para completar la demostracion, bastaria con ver solamente que iy, : h —> g es
inyectivo, ya que entonces sera un homomorfismo sobre la imagen. Si iy, X = 0,
entonces en particular iz, X, = 0, como iy es una inmersion, esto implica que

X. =0y por invariancia a izquierda tenemos X = 0. Asi iy, es inyectivo. U

Usando este corolario, siempre que H sea un subgrupo de Lie de G, general-
mente identificaremos h como una subdlgebra de g.
Es importante recordar que los elementos de h son sélo campos vectoriales en H,
y por tanto, estrictamente hablando, no son elementos de g. Sin embargo, por lo
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que acabamos de ver, cada elemento de h se corresponde con un tnico elemento
de g, determinado por su valor en la identidad, y la inclusion de b en g asi deter-
minada respeta los corchetes de Lie; asi pensando en h como una subalgebra de g

no estaremos cometiendo un error grave.

Veamos esta identificacion en el caso de subgrupos de Lie de GL(n,R).

EJEMPLO. Consideremos O(n) como un subgrupo de Lie de GL(n,R). Tene-
mos que es igual a F~!(I), donde F' : GL(n,R) — S,(R) es la submersién
F(A) = AT . A. Es sencillo comprobar que como consecuencia de esto, T4O(n) =
ker F, : TyGL(n,R) — Tp)Sn(R) para cada A € O(n). Se comprueba que
F.B=BT.A+ AT . B (Lo hicimos en clase). En particular, cuando A es la iden-
tidad tenemos: F,B = BT + B, luego

T:0(n) = {B € M,,(R); B + B =0} = { matrices n X n antisimétricas}

El anterior corolario implica entonces que el espacio de matrices antisimétricas es
una subdlgebra de Lie de M,,,(R) isomorfa al dlgebra de Lie o(n) de O(N).

4.4. Subgrupos uniparamétricos.
En este apartado estudiaremos otra relacion entre dlgebras de Lie, campos vec-
toriales y grupos de Lie. Esta nos dara otra caracterizacion del algebra de Lie de

un grupo de Lie.

Sea GG un grupo de Lie. Un subgrupo uniparamétrico de G se define como un
homomorfismo de grupos de Lie F': R — G.

Veremos que los subgrupos uniparamétricos son precisamente las curvas integra-
les de campos vectoriales invariantes a izquierda partiendo de la identidad. Antes

de esto enunciaremos el siguiente lema:

Lema 4.11. Cada campo vectorial invariante a izquierda en un grupo de Lie es

completo.

Demostracion. Daremos una idea de la demostracién, esta se puede encontrar en:
John M. Lee, Introduction to smooth manifolds; pag.146. Dado X € g sea 6 el
flujo de X. Suponer A9 alguna curva integral maximal definida en un intervalo
(a,b) CR (b < 0).

La curva 6 esta definida al menos en un intervalo (—e, ¢), elegimos algun s €
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(b — €,b) y definimos una nueva curva 7 : (a, s + €) — G mediante:

Y(t) =09 (t) sit € (a,b) Y(t) = Lo, (g)(0i—s(e)) sit € (s — €, 5 +¢)

Se comprueba que esta curva es una curva integral de X, utilizando que L, 0 0; =
6, o L, (por ser X invariante a izquierda), definida en (a,s 4+ €) D (a,b) y esto
contradice la maximalidad de (9. U

Proposicién 4.12. Sea G un grupo de Lie con dlgebra de Lie g, y sea X € g. La
curva integral de X partiendo de e es un subgrupo uniparamétrico de G.

Demostracion. Sea 0 el flujo de X, de forma que 8® : R — G es la curva integral
en cuestién. Claramente 0(©) es diferenciable, por tanto sélo necesitaremos ver que
es un homomorfismo de grupos, es decir, 8 (s +t) = 0()(s) - 9)(t) para todos

s,t € R. Tenemos:

0 (s) - 0)(t) = Ly (5 0:(€) = Op(Lgcer (5 (€)) = 0:(69)(s)) =
= 0,(05(¢)) = Orys(e) = 0t + 5)
O

El principal resultado de esta seccion es que todos los subgrupos uniparamétri-

cos se obtienen de este modo.

Teorema 4.13. Cada subgrupo uniparamétrico de un grupo de Lie es una curva
integral de un campo vectorial invariante a izquierda. Asi hay una correspondencia

biyectiva.

{subgrupos uniparamétricos} «— g «— T.G

En particular, un subgrupo uniparamétrico esta determinado unicamente por su

vector tangente inicial en T,G.

Demostracién. Sea F : R — G un subgrupo uniparamétrico y sea A = F,(4) €

g, donde pensamos en % como un campo vectorial invariante a izquierda en R.

Para probar el teorema basta con ver que I’ es una curva integral de X. Recordar

4

&) estd definido como el tinico campo vectorial invariante a izquierda en

que Fi(



19

G que esta F-relacionado con %. Asi, para cada Ty € R,

d
F/<t0) = F*E |t0: XF(to)

Por tanto, F' es una curva integral de X.
g

Dado X € g, llamaremos al subgrupo uniparamétrico que determina, el subgrupo
uniparamétrico generado por X.
El subgrupo uniparamétrico del grupo general lineal no es complicado de calcular

explicitamente.

Proposicién 4.14. Sea B € gl(n,R). El subgrupo uniparamétrico de GL(n,R)

generado por B es F(t) = €'B donde B es considerado como una matrizn x n y

e'B es la matriz exponencial

| —

(tB)"

-

[e.e]
OB — Z
k=0

Demostracion. El subgrupo uniparamétrico generado por B es una curva integral

del campo vectorial invariante a izquierda B, y satisface:

F'(t) = Bppy y F(0) =1

La condicién de que F sea una curva integral puede ser reescrita como Fy'(t) =
F;j(t)B;k o en notaciéon matricial como F'(t) = F(t)B
El siguiente lema nos muestra que F(t) = e'P satisface dicha ecuacién. Como

F(0) = I, esta es la tnica curva integral de B partiendo de la identidad y es de
esta forma el subgrupo uniparamétrico que buscabamos. O

Lema 4.15. Para cada B € gl(n,R), la férmula (t) = B define una curva
diferenciable en GL(n,R) que satisface 7/'(t) = ¢! B = B - 'B.

Demostracion. Se puede ver que la serie que define v converge uniformemente en
cualquier conjunto compacto y define una aplicacién diferenciable. Derivando la

serie formalmente término a término obtenemos:

n > 1
/ t) = _t'ﬂ—an =B tn_an_l — B tB
7 Z n! ; (n—1)! €

n=1
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Como la serie converge uniformemente en conjuntos compactos queda justifica-
da la derivacion término a término.

B es inversible para todo t, de forma que v

Un argumento similar nos dice que e
tome valor en GL(n,R). Si o(t) = e'P-e7'B, entonces o es una curva diferenciable
Y )

en M,,(R), y por el cdlculo previo y la regla del producto, satisface:

o'(t) = (e'BB)e B — B(BetB) = 0

Asi, o es la curva constante o(t) = 0(0) = I, es decir, ePe™'B = [. Sustituyendo
—t por t, obtenemos e *Be!® = I Lo que nos demuestra que e'? es inversible y
(etB)fl — eftB' |

Ahora vamos a calcular los subgrupos uniparamétricos de subgrupos de GL(n, R),

como O(n). Para ello necesitamos el siguiente lema.

Lema 4.16. Supongamos que H C G es un subgrupo de Lie. Los subgrupos unipa-
ramétricos de H son precisamente aquellos subgrupos uniparamétricos de G cuyo
vector tangente inicial estd en T, H .

Demostracion. Sea F': R — H un subgrupo uniparamétrico. Entonces la aplica-
cién composicion RS H < G es un homomorfismo de grupos de grupos de Lie
y asf un subgrupo uniparamétrico de G, que claramente satisface F’(0) € T, H.

A la inversa, supongamos que F' : R — G es un subgrupo uniparamétrico cuyo
vector tangente inicial esta en T, H. Sea F:R— Hel subgrupo uniparamétrico
de H con el mismo vector tangente inicial F'(0) = F'(0) € T,H C T.G. Como en
el parrafo anterior, por composicion con la aplicacién inclusién, podemos también
considerar F' como un subgrupo uniparamétrico de G. Como F'y F son ambos
subgrupos uniparamétricos de GG con el mismo vector tangente inicial, deben ser

iguales.
O

EJEMPLO. Si H es un subgrupo de Lie de GL(n,R), el anterior lema nos di-
ce que los subgrupos uniparamétricos de H son precisamente las aplicaciones de
la forma F(t) = €' para B € h C M, (R). Por ejemplo, tomando H = O(n),

esto nos muestra que la exponencial de cualquier matriz antisimétrica es ortogonal.
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Como otra aplicacion de subgrupos uniparamétricos determinaremos el algebra
de Lie de SL(n,R).

Lema 4.17. La matriz exponencial satisface la identidad dete® = e,

Demostracion. Ver John M. Lee: Introduction to smooth manifolds; pag. 150
O

EJEMPLO. Podemos usar este resultado para calcular el dlgebra de Lie sl(n, R)
de SL(n,R).

Primero supongamos B € sl(n, R). Entonces !("B) = ¢!"tB) = det(e'P) = 1 para
cada t, lo que implica inmediatamente que trB = 0.

Inversamente, si trB = 0, entonces el subgrupo uniparamétrico generado por B

satisface detetB? = etr(tB)

= ¢” = 1 luego estd en SL(n,R). El vector tangente
inicial de este grupo uniparamétrico, llamado B, es tangente a SL(n,R), lo que
implica que B € sl(n,R).

En resumen, hemos probado que sl(n,R) es la subalgebra de M,,,(R) consistente

en las matrices cuyo determinante es 0.

4.5. La aplicacion exponencial.

En el anterior apartado, hemos visto que la aplicacién exponencial B — e® es
una aplicacién diferenciable de gl(n,R) en GL(n,R) que lleva cada base a través
del origen a un subgrupo uniparamétrico. Esto tiene una poderosa generalizacion
a grupos de Lie arbitrarios.

Dado un grupo de Lie G con algebra de Lie g, definimos una aplicacion exp
g — G, llamada la aplicacion exponencial de G mediante exp X = F(1), donde
F' es el subgrupo uniparamétrico generado por X, o equivalentemente, la curva
integral de X partiendo de la identidad.

EJEMPLO. Los resultados de la anterior seccién nos muestran que la aplicacion
exponencial de GL(n,R) (o de cualquier subgrupo de Lie) viene dada por

exp A = e?. Este obviamente es el incentivo para la generalizacién.

Proposicién 4.18. Propiedades de la aplicacion exponencial.
Sea G un grupo de Lie y sea g su dlgebra de Lie
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—_

. La aplicacion exponencial es diferenciable.

2. Para cada X € g, F(t) = exp tX es el subgrupo uniparamétrico de G gene-
rado por X.

3. Para cada X € g, exp (s +1)X = exp sX - exp tX

4. exp , : Tog — T.G es la aplicacion identidad bajo la identificacion canoni-
ca de Tog y T.G con g.

5. La aplicacion exponencial es un difeomorfismo de algin entorno de 0 en g

con un entorno de e en G.

6. Para cada homomorfismo de grupos de Lie F' : G — H el siguiente dia-

grama conmuta

F
g — b
exp lexp
¢ Lom

7. Bl flujo 0 de un campo invariante a izquierda viene dado por 0t = Ry, 1x
(multiplicacion a derecha por exp tX ).

Demostracion. Ver John M. Lee: Introduction to smooth manifolds. Pag.152 [J

Lema 4.19. Sea G un grupo de Lie, y sea H € G un subgrupo de Lie, considerado
como una subdlgebra de g, el dalgebra de Lie de H es

h ={X € g;exp tx € H para todo t € R}

Demostracion. Supongamos primero que X € g satisface exp tX € H para todo t.
Sea 7y la curva 7(t) = exp tX, el hecho de que 7(t) esté en H para todo ¢ significa
que X, € 7/ (0) € T.H, lo que significa que X € h bajo nuestra identificacién usual
de h con una subdlgebra de g.

A la inversa, X € h C g significa que X, € T.H, lo que implica que exp tX € H
para todo t. O



23

El siguiente lema es un resultado técnico sencillo de probar que serd usado en
el resultado posterior.

Lema 4.20. Sea G un grupo de Lie y g su dlgebra de Lie.

1. Sim : G x G — G denota la aplicacion multiplicacion, entonces m, :
g X g— g estd dado por m,(X,Y)=X+Y.

2. 85t A, B C g son subespacios lineales complementarios de g, entonces la
aplicacion
AXB—=G
dada por (X,Y) — exp X - exp Y es un difeomorfismo de algin entorno
de (0,0) en A X B en un entorno de e en G.

La siguiente proposicion nos muestra como la estructuras de grupo de un grupo
de Lie se refleja “infinitesimalmente.®® la estructura algebraica de su algebra de
Lie.

La segunda férmula, en particular, nos muestra como el corchete de Lie expresa

el término principal en la serie de Taylor de un grupo conmutador.

Proposiciéon 4.21. Sea G un grupo de Lie y sea g su dlgebra de Lie, la aplicacion
exponencial satisface:

1. (exp tX)(eap tY) = exp (H(X +Y) + 12[X, Y]+ O(#%))

2. (exp tX)(exp tY)(exp (—tX))(exp (—tY)) = exp (t*[X, Y]+ O(3))

Demostracion. Ver John M. Lee : Introduction to smooth manifolds ; pag. 154

g

Observacion 4.22. Las formulas dadas son casos especiales de una férmula mucho
mas general, llamada féormula de Baker-Campbell-Hausdorff, que da expresiones
recursivas para todos los términos de la serie de Taylor de (t) en términos de
X, Y, [X,Y] y corchetes iterados como [ X, [X,Y]] v [Y, [ X, [X,Y]]].
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4.6. El teorema del subgrupo cerrado.
El siguiente teorema es una de las mas poderosas aplicaciones de la aplicacién
exponencial (como podremos ver en el apartado relativo a cocientes de grupos de

Lie por ejemplo)

Teorema 4.23. Teorema del subgrupo cerrado
Supongamos que G es un grupo de Lie y H C G es un subgrupo que es también

un subconjunto cerrado. Entonces H es un subgrupo de Lie encajado.

Demostracion. Por el lema 3.4. es suficiente ver que H es una subvariedad enca-
jada de G, empecemos identificando un subespacio del algebra de Lie de G que
sera el algebra de Lie de H.

Sea g el dlgebra de Lie de GG, y definimos un subconjunto h C g por

h={X €g;exp tX € H para todo ¢t € R}

Necesitamos ver que h es un subespacio vectorial de g.

Es obvio de la definicién que si X € h entonces tX € b para todo t € R. Para ver
que b es cerrado bajo suma de vectores, sean X,Y € b arbitrarios, observamos
que lo visto antes implica que para cualquiert € Ryn € N

t t t 12
-X- -Y) = —(X+Y)+0(=
(exp ~X -exp —Y) = (exp (-(X +Y) +0(

)

Con una simple inducciéon tenemos:
2 t2

(exp =X - exp V)" = exp (S(X + ) + O()" = exp (1(X +Y) +0())

t
n n2
Tomando limite cuando n — oo obtenemos
t t
exp t(X +Y) = lim (exp —X -exp —=Y)"
n—o00 n n

que estd en H porque H es cerrado en G. Asi X +Y € b, y por tanto h es un
subespacio.

Ahora veremos que hay un entorno U del origen en g en el cual la aplicacién ex-
ponencial de G es un difeomorfismo, y que tiene la propiedad de que

exp (UNh)=(expU)NH

Esto nos permitira construir una carta slice para H en un entorno de cualquier
punto de H.

Si U es un entorno de 0 € g en el cual exp es un difeomorfismo, entonces exp (U N
h) C (exp U)NH por definicién de h. Luego para encontrar un entorno que cumpla
lo que queremos, todo lo que necesitamos es mostrar que U puede ser elegido lo
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suficientemente pequeno para que (exp U) N H C exp (U Nb).

Supongamos que no fuera posible. Sea {U;} una base contable de entornos en
0 € g (por ejemplo, una sucesién contable de bolas coordenadas cuyo radio se
acerca a (). La suposicién implica que para cada i, existe h; € (exp U;) N H tal
que h; € exp (U; N h).

Elijamos una base F1, ..., E} para §j y extendamosla a una base F1, ..., FE,, para
g. Sea b el subespacio engendrado por Ejyiq,...,E,, de forma que g = h @ b.
Por lo que vimos en el apartado anterior, cuando ¢ sea suficientemente grande, la
aplicacién de h x b a G dada por (X,Y) — exp X -exp Y serd un difeomorfismo
de U; en un entorno de e en G. Asi podemos escribir

h; =exp X, -exp Y,

para algunos X; € U;Nhy Y; € U;Nb, con Y; # 0 porque h; & exp (U;Nh). Como
{U;} es una base de entornos, Y; — 0 cuando i — co. Observar que exp X; € H
por definicién de b, por lo que se sigue que exp Y; = (exp X;)"'h; € H.

La base {E;} induce un isomorfismo de espacios vectorialese : g = R™. Sea | .| la
norma Euclidea inducida por el isomorfismo y definamos ¢; =| Y;|, de forma que
¢; — 0 cuando i —» o0o. La sucesién {c;'Y;} estd en la esfera unidad en b con
respecto a su norma, luego reemplazandola por una subsucesién podemos suponer
que ¢; 'Y; — Y € b, con | Y| = 1 por continuidad. En particular, Y # 0. Veremos
que exp tY € H para todo t € R, lo que implica que Y € h. Como h Nb = {0}
esto es una contradiccién.

Sea t € R arbitrario, y para cada i, sea n; el mayor entero menor o igual que ci
Entonces

t

ni— | <1

C;
lo que implica

\nzcz—t|§cl—>0

luego n;c; — t. Asi,
n;Y; = (nic;)(¢;'Y;) — tY,

lo que implica exp n;Y; — exp tY por continuidad.
Pero exp n;Y; = (exp Y;)" € H, luego el hecho de que H sea cerrado implica que
exp tY € H. Esto completa la demostracion de la existencia del U que deciamos.

La aplicacién composicién ¢ = ¢ - exp !

cexp U — R™ se puede ver facilmente
que es una carta coordenada para GG, y por nuestra eleccién de la base p((exp U)N
H) = ¢(UNh) es la slice obtenida fijando las ultimas m — k coordenadas iguales a

0. Mas aun, si h € H es arbitrario, L, es un difeomorfismo de exp U en un entorno
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de h. Como H es un subgrupo, Ly H = H, y por tanto
Ly((exp UYNH) = Ly(exp U)N H

v @ - L' es facil ver que es una carta slice de H en un entorno de h. Asi H es
una subvariedad regular de GG, y asi un subgrupo de Lie. U

Es importante notar que este teorema tiene el siguiente reciproco.

Teorema 4.24. Sea G un grupo de Lie. Todo subgrupo de Lie de G encajado, es
cerrado en G.

Demostracion. Sea H € G un subgrupo de Lie encajado, y supongamos que {h;}
es una sucesién de puntos en H que convergen a un punto g € GG. Sea U el dominio
de una carta slice para H que contiene a la identidad, y sea W un entorno mas

1g, es continua,

pequefio de E tal que W C U. Como la aplicacién (g1, ga) — g1~
hay un entorno de V de la identidad con la propiedad de que ¢, g, € W siempre
que g1,92 € V.

Como ¢g~'h; — e, descartando un ntimero finito de términos de la sucesién po-

demos asumir que g~ 'h; € V para todo i. Esto implica que
hi 'hi = (g7 hy) Mg thi) €W
para todos los 7, j. Fijando j y haciendo ¢ — 00, encontramos hflhi — hflg €

W c U. Como HNU es una slice, es cerrada en U y por tanto hj_lg € H, lo que
implica g € H. Asi H es cerrado. O

El siguiente corolario es inmediato.

Corolario 4.25. Si G es un grupo de Lie y H es cualquier subgrupo de G, son
equivalentes:

1. H es cerrado en G.

2. H es un subgrupo de Lie encajado.
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4.7. Subalgebras de Lie y subgrupo de Lie.

Vimos que un subgrupo de Lie de un grupo de Lie nos da una subdlgebra de su
algebra de Lie. En este apartado veremos que también es cierto a la inversa, cada
subalgebra de Lie corresponde a algin subgrupo de Lie. Este resultado tendra

profundas consecuencias como veremos.

Teorema 4.26. Supongamos que G es un grupo de Lie con dlgebra de Lie g. Si b
es cualquier subdlgebra de Lie de g, entonces hay un unico subgrupo de Lie conezo
de G cuya dlgebra de Lie es by (bajo la identificacion candnica del dlgebra de Lie
de un subgrupo con una subdlgebra de Lie de g).

Demostracion. Ver John M. Lee : Introduction to smooth manifolds O

La aplicaciéon més importante del teorema anterior esta en la demostracion del

siguiente teorema.

Teorema 4.27. Supongamos que G y H son grupos de Lie con G simplemente
conexo, y sean g y b sus dlgebras de Lie. Para cada homomorfismo de dlgebras
de Lie ¢ : g —> b, hay un dnico homomorfismo de grupos ® : G — H tal que
D, = .

Demostracion. Ver John M. Lee : Introduction to smooth manifolds O

Corolario 4.28. Si G y H son grupos de Lie simplemente conexos con dlgebras

de Lie isomorfas, entonces G y H son Lie-isomorfas.

Demostracion. Se deduce de manera sencilla del teorema anterior. O

NOTA. Una version de este teorema fue probada en el siglo XIX por Sophus Lie.
Sin embargo, como las nociones topolégicas globales como la conexién simple no
habian sido formuladas todavia, lo que él fue capaz de probar fue esencialmente

una versién local de este corolario.

Dos grupos de Lie Gy H se dice que son localmente isomorfos si existen entornos
de la identidad U € G y V € H, y un difeomorfismo F' : U — V tal que

F(g1-g2) = F(g1) - F(g2) siempre que g1, g2g1 - g2 estén en U.

Teorema 4.29. Teorema fundamental de Sophus Lie.
Dos grupos de Lie son localmente isomorfos si y solo si tienen dlgebras de Lie

isomorfas.
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4.8. La correspondencia fundamental entre algebras de Lie y grupos
de Lie.

La mayoria de los resultados de este apartado nos muestran como propiedades
esenciales de un grupo de Lie se reflejan en su algebra de Lie. Esto nos lleva se
manera natural a hacernos la siguiente pregunta: ;Hasta qué punto es biyectiva
la correspondencia entre grupos de Lie y sus algebras de Lie (o al menos entre
clases de isomorfismo)? Vimos que grupos de Lie isomorfos tienen dlgebras de Lie
isomorfas. Es facil ver, sin embargo, que el reciproco es falso: R" y T™ tienen
algebras de Lie n dimensionales, que son obviamente isomorfas, pero R"™ y T"
no son grupos de Lie isomorfos. Sin embargo, si restringimos nuestra atencion
a grupos de Lie simplemente conexos, entonces obtenemos una correspondencia

biyectiva. El resultado central es el siguiente teorema.

Teorema 4.30. Hay una correspondencia biyectiva entre la clase de isomorfismo
de grupos de Lie de dimension finita y las clases de isomorfismo de grupos de
Lie simplemente conexos, asociando cada grupo de Lie simplemente conexo con su
algebra de Lie.

Demostracion. Es basicamente algebraica. Ver John M. Lee : Introduction to
smooth manifolds O

1, Qué ocurre cuando consideramos también los grupos no simplemente conexos?
Como cada grupo de Lie tiene una cubierta que es un grupo de Lie simplemente

conexo, la respuesta en el caso conexo es sencilla.

Teorema 4.31. Sea g un dlgebra de Lie de dimension finita. Los grupos de Lie
coneros cuyas dlgebras de Lie son isomorfas a g son (salvo isomorfismo) precisa-
mente aquellas de la forma G/T', donde G es el grupo de Lie simplemente conezo

con dlgebra de Lie g, y I' es un subgrupo normal discreto de G.

Demostracion. Ver John M. Lee : Introduction to smooth manifolds O

5. ACCIONES DE GRUPO EN VARIEDADES

La importancia de los grupos de Lie reside primeramente de sus acciones en
variedades. Sea G un grupo de Lie y M una variedad diferenciable. Una accion a
izquierda de G en M es una aplicacién GxM — M, a menudo escrita (g, p) — g-p
que satisface:
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g1-(92-p) = (q192) - p
e-p=p

Una accion a derecha se define analogamente como una aplicacion M x G — M

con la composicion “trabajando.®® orden inverso:

(P-91)-92=1-(9192)

pre=p
Una variedad M dotada con una G-accién especifica ( a izquierda o a derecha), se

llama G espacio.

Algunas veces es util dar un nombre a una accién, como 0 : G x M — M, con
la accién de un elemento del grupo g en un punto : f,4(p). En términos de esta

notacion, las condiciones para una accién a izquierda se leen:

891 ) 992 = 09192

0. = Idy
mientras que para una accion a derecha la primera ecuacién es reemplazada por
0, -0, =0

g1 92 9291

Para acciones a izquierda, generalmente usaremos las notaciones g - p y 6,(p)
indistintamente. La ltima notacién es un poco mas precisa, y es ttil cuando es
importante especificar la accion que se considere, mientras que la otra es a me-
nudo mas conveniente cuando se sobreentiende la acciéon. Para acciones a derecha
la notacién p - g es preferida generalmente a causa del modo en que "trabaja’la
composicion.

Una accion a derecha siempre puede convertirse en una accion a izquierda median-

L. p, asi cualquier resultado sobre acciones a

te el truco de reemplazar p - g por g~
izquierda puede ser traducido a un resultado sobre acciones a derecha, y viceversa.
Nosotros generalmente centraremos nuestra atencién en acciones a izquierda, por-
que sus ecuaciones tienen la propiedad de que la multiplicacién de elementos del
grupo corresponde a la composiciéon de funciones. Sin embargo, veremos que hay
algunas circunstancias en que las acciones a derecha surgen de manera natural.
Introduzcamos ahora alguna terminologia bésica en torno a las acciones de un
grupo de Lie.

Sea ) : Gx M — M una accién a izquierda de un grupo de Lie GG en una variedad

diferenciable M (las definiciones serdan andlogas para acciones a derecha)
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La accién se dice que es diferenciable, si es diferenciable como aplicacion
de G x M en G, esto es, si 6,(p) depende diferencialmente de g y p. Si ese
es el caso, entonces para cada g € G, la aplicacién 0, : M — M es un

difeomorfismo de M, con inversa 0,1

Para cada p € M, la drbita de p bajo la accién es el conjunto G-p = {g-p; g €

G}, el conjunto de todas las imégenes de p bajo elementos de G.

La accién es transitiva si para cada dos puntos p,q € M hay un elemento
del grupo ¢ tal que g - p = ¢, o equivalentemente si la érbita de cualquier
punto es M.

Dado p € M, el grupo de isotropia de p, denotado por G, es el conjunto de
elementos g € G tales que fijan p.

Gp={9€Gig-p=0p}
La accion se dice que es libre si el inico elemento de G que fija todos los
elementos de M es la identidad e: g - p = p para algin p = g = e. Esto es
equivalente a la condicién de que G, = e para cada p € M

La accion se dice que es propia si la aplicaciéon G x M — M x M dada
por (g,p) — (g - p,p) es una aplicacién propia (es decir, la preimagen de
cualquier conjunto compacto es compacto). Notar que esta condicién no es
la misma que la aplicacion G x M — M que define la accién sea una

aplicacién propia.

EJEMPLOS DE ACCIONES DE GRUPOS DE LIE.

1. Un flujo global 8 : R x M — M es una R-accién diferenciable. El gru-

po de isotropia de cualquier punto critico de el campo vectorial es todo R,
mientras que el grupo de isotropia de un punto regular es el grupo trivial {0}.

. La accién esténdar de GL(n,R) en R™ es la accién a izquierda dada por

la multiplicacién de matrices (A, x) — Az, considerando z € R™ como una
matriz columna. Esta es una accién porque la multiplicacion de matrices
es asociativa: (AB)x = A(Bz). Es diferenciable porque las componentes de
Ax dependen polinomialmente de las entradas de la matriz A y las compo-
nentes de x. como cualquier vector nulo puede ser llevado a otro por una
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transformacion lineal, hay exactamente dos 6rbitas: {0} y R™\{0}

3. Larestriccién de la accién estandar a O(n, R) x R™ — R" define una accién
a izquierda diferenciable de O(n,R) en R™. En este caso, las érbitas son el
origen y las esferas centradas en el origen. Para ver por qué, notemos que
cualquier transformacién lineal ortogonal preserva normas, por tanto O(n)
lleva la esfera de radio R a si misma; por otro lado, cualquier vector de
longitud R puede ser llevado a otro por una matriz ortogonal (si v y v’ son
dichos vectores, completamos ﬁ y ﬁ hasta bases ortonormales y sean A

y A’ las matrices ortogonales cuyas columnas son estas bases ortonormales;
es facil comprobar que A’A~! lleva v a v').

4. Restringiendo la accién estdndar a O(n) x S"~1 — S"~1 obtenemos una
accién transitiva de O(n) en S"~!. Es diferenciable porque S"~! es una sub-

variedad encajada de R™.

5. Cualquier grupo de Lie actia diferencialmente, libremente y transitivamen-
te en si mismo por la traslaciéon a izquierda o a derecha. Mas generalmente,
si H es un subgrupo de Lie de G, entonces la restriccion de la aplicacion
multiplicacion a H x G — G define una accién a izquierda de H en G,
diferenciable y libre (pero no transitiva en general), de un modo similar, la
restriccion a G x H — G define una accién a derecha libre de H en G.

6. Una accion de un grupo discreto I' en una variedad M es diferenciable si y
solo si para cada g € T, la aplicacion p — ¢-p es una aplicacion diferenciable
de M en si mismo. Asi, por ejemplo, bz" actia diferenciablemente en R”

por la traslacién:
(m',...om") - (2. 2" = (mt + 2t mt 4 a)
Ahora supongamos que M y N son ambos G-espacios (a izquierda o a derecha).

Una aplicaciéon diferenciable F': M — N se dice que es equivariante con respecto

a las G-acciones dadas si para cada g € G,
F(g-p) =g F(p) (para acciones a izquierda)
F(p-g) = F(p) - g (para acciones a derecha)

Equivalentemente, si € y ¢ son las acciones dadas en M y N respectivamente, F
es equivariante si el siguiente diagrama conmuta para cada g € G.
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F
e

F
—

M N
Oq J l Py
M N
EJEMPLO. Sean G y H grupos de Lie, y sea F' : G — H un homomorfismo
de grupos de Lie. Hay una accion a izquierda natural de G en si mismo por la

traslacion a izquierda. Definimos una accién a izquierda 6 de G en H por:
04(h) = F(g)h
Para comprobar que es una accién, observemos que
O.(h) = F(e)h=h

Og, - 0g,(h) = F(g1)(F(g2)h) = (F(91)F(92))h = F(g192)h = 03,4, (h)
porque F' es un homomorfismo.

Con respecto a estas G-acciones F' es equivariante porque
by- F(g) =F(9)F(9') = F(99') = F - Ly(9")

El siguiente teorema es extremadamente util para probar que ciertos conjuntos
son subvariedades encajadas.

Teorema 5.1. Sean M y N variedades diferenciables y sea G un grupo de Lie.
Supongamos F : M — N es una aplicacion diferenciable que es equivariante
con respecto a G-acciones transitivas diferenciables en M y cualquier G-accion
diferenciable en N. Entonces F tiene rango constante, por tanto sus level sets son

subvariedades cerradas encajadas de M.

Demostracion. Sea 0 y ¢ las G-acciones en M y N respectivamente, y sea py un
punto de M. Para cada punto p € M, elegimos g € G tal que 8,4(py) = p. Como
g - F'=F -0, el siguiente diagrama conmuta:

Fy
TPOM — TF(pO)N

ol T

Oy = TpmN

Como las aplicaciones lineales verticales en este diagrama son isomorfismos, las
horizontales tienen el mismo rango. En otras palabras, el rango de F, en un punto

arbitrario p es el mismo que su rango en py, por tanto F' tiene rango constante. [J

Aqui tenemos algunas aplicaciones del anterior teorema.
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Proposicién 5.2. El nicleo de un homomorfismo de grupos de Lie es un subgrupo
de Lie encajado cerrado de su dominio.

Demostracion. Sea F': G — H un homomorfismo de grupos de Lie como en el
ultimo ejemplo que vimos. F' es equivariante con respecto a G-acciones adecuadas
en Gy H. Como la accion en GG por traslacién a izquierda es transitiva, se sigue que
F tiene rango constante, por tanto su nicleo F'~1(0) es una subvariedad cerrada

encajada. Es asi un subgrupo de Lie por el lema 3.4. . U

Como otra aplicacion, describiremos algunos subgrupos de Lie importantes de
GL(n,C). Para cada matriz compleja A, sea A* = A’. Observamos que (AB)* =
(AB) = B'A' — B A"

Consideremos los siguientes subconjuntos de GL(n, C):
SL(n,C) ={A € GL(n,C);detA = 1} (el grupo especial lineal complejo)
U(n)={A € GL(n,C); A*A = I} (el grupo unitario)
SU(n) =U(n) N SL(n,C) (el grupo especial unitario)

Proposicién 5.3. Los subgrupos SL(n,C),U(n) y SU(n) son subgrupos de Lie
cerrados encajados de GL(n,C).

Demostracion. Se haria de forma muy parecida a la anterior proposicién, definien-
do aplicaciones diferenciables equivariantes adecuadas para cada caso. Ver John
M. Lee : Introduction to smooth manifolds Il

Notemos que esta técnica no nos dice la dimension de los subgrupos de Lie en

cuestiéon. Determinaremos estas dimensiones en el proximo apartado.

5.1. Cocientes de variedades por acciones de grupos.

Supongamos que un grupo G actia en una variedad M (a la izquierda). El con-
junto de érbitas de G en M se denota M /G; con la topologia cociente, se llama el
espacio de drbitas de la accién. Alternativamente, M /G es el espacio cociente de
M determinado por la relacién de equivalencia p; po si y solo si existe g € G tal
que g - py = pa.

Es de gran importancia determinar condiciones bajo las cuales un espacio de 6rbi-
tas es una variedad diferenciable.

Un ejemplo simple pero importante a tener en cuenta es la accién de R en R? de
traslacion en la variable y:

Qt(l',y) = (QT,y +t)
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Las 6rbitas son las lineas paralelas al eje y, y el espacio de érbitas R?/R es difeo-
morfo a R. La aplicacién cociente 7 : R? — R?/R es una submersién diferencia-
ble.

El siguiente teorema nos da una condicién general suficiente para que el cociente de
una variedad diferenciable por una accién de grupo sea una variedad diferenciable.

Teorema 5.4. Teorema del cociente de variedades

Supongamos que un grupo de Lie G actia diferenciablemente, libremente y propia-
mente en una variedad diferenciable M. Entonces el espacio de orbitas M /G es una
variedad topoldgica de dimension igual a dimM — dimG, y tiene una unica estruc-
tura diferenciable con la propiedad de que la aplicacion cociente w: M — M/G
es una submersion diferenciable.

Demostracion. Ver John M. Lee : Introduction to smooth manifolds O

Para probar la parte de unicidad del teorema seria necesario probar el lema
siguiente, que también tiene otros muchos usos.
Recordemos que una seccion de una aplicacién suprayectiva m : M — N es una
aplicaciéon o : N — M tal que 7 -0 = Idy.
Una seccion local es una aplicacién continua o : U — M definida en un conjunto
abierto U C N que satisface la relacion 7 - o = Idy.

Lema 5.5. Ezistencia de secciones locales.

Supongamos que m : M — N es una submersion diferenciable. Dado un punto
q € N y un punto p € w(q), existe un entorno U de q y una seccion local
o:U— M tal que o(q) = p.

Demostracion. Como una submersion tiene rango constante por el teorema del ran-

go podemos elegir coordenadas (z?, ..., 2™) centradasen py (v, ..., y") centradas
en ¢ en las que 7 tiene la representacién coordenada (!, ..., 2™) = (21, ... zF).
La aplicacién o(z?, ..., 2%) = (z},...,2%,0,...,0) es la seccién local deseada. [

No siempre es obvio decir si una acciéon dada es propia. La siguiente caracteri-

zacion alternativa de propia acciones es a menudo til.

Lema 5.6. Supongamos que un grupo de Lie actia diferenciablemente en una
variedad diferenciable M. La accion es propia si y solo si para cada subconjunto
compacto K C M, el conjunto

Gk={9€G;g- KNK # 0}

es compacto.
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Demostracion. Sea 0 : G x M — M x M la aplicacién 6(g,p) = (g-p,p). Supon-
gamos primero que § es propia. Entonces para cada conjunto compacto K C M,
es facil comprobar que Gk es un subconjunto cerrado de 7 (0~ (K x K)), donde
e : G X M — G es la proyeccién. Asi Gk es compacto.

A la inversa, supongamos que Gg es compacto para cada conjunto compacto
K C M. Si L € Mx M es compacto, sea K = m(L) Ume(L) C M, donde
71, T : M x M — M son las proyecciones en la primera y segunda componente

respectivamente. Entonces
071 (L) O (K xK)C{(9,p);g-peKype K} CGx x K

Como §71(L) es cerrado por continuidad, es un subconjunto cerrado del conjunto
compacto Gg x K y es asi compacto. ]

Un caso especial en el que la condicién es automatica es cuando el grupo es

compacto.

Corolario 5.7. Supongamos que un grupo de Lie compacto G actia diferencia-
blemente y libremente en una variedad diferenciable M. Entonces el espacio de
orbitas M /G es una variedad diferenciable y m: M — M /G es una submersion.

Demostracion. Para cada conjunto compacto K C M, el conjunto G es obvia-
mente cerrado en Gy de esta forma compacto. O

6. VARIEDADES CUBRIDORAS

Como primera aplicacién de la teoria de acciones de grupos en variedades, es-
tudiaremos propiedades de espacios cubridores de variedades difereneciables.
Recordemos la nocion de cubierta entre espacios topologicos: es una aplicacion
continua, suprayectiva  : M —s M entre espacios conexos y localmente arcoco-
nexos, con la propiedad de que cada punto p € M tiene un entorno U tal que cada

componente de 7~ (U) se aplica homeomorficamente en U por 7.

En el contexto de variedades diferenciables, es titil introducir un tipo ligeramente
mas restrictivo de cubiertas.
Si M y M son variedades diferenciables conexas, una cubierta diferenciable m :
M — M es una aplicacion diferenciable suprayectiva con la propiedad de que
cada p € M tiene un entorno U(entorno elemental) tal que cada componente de
7~ 1(U) es aplicada difeomérficamente en U por 7.
Una cubierta diferenciable es, en particular, una cubierta en el sentido topoldgico.

Sin embargo, es importante tener en mente que una cubierta diferenciable es mas
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que una cubierta que sea diferenciable como aplicacion. La definicion de cubierta
diferenciable requiere ademas que la restriccién de 7 a cada componente sea un
difeomorfismo, no simplemente un homomorfismo diferenciable. Es facil comprobar
que una cubierta entre variedades diferenciables es una cubierta diferenciable si y
solo si es un difeomorfismo local.

Proposicién 6.1. Propiedades de cubiertas diferenciables.
Sea m: M — M wuna cubierta diferenciable.

1. ™ es un difeomorfismo local, una submersion y una aplicacion abierta.
2. Si m es inyectiva, es un difeomorfismo.

3. Para cada p € ]/\\/[/, hay un entorno U de ¢ = w(p) en M y una seccion local
diferenciable o : M — M tal que o(q) = p.

Demostracion. Sencilla O

Proposicién 6.2. Sea M una variedad diferenciable y 7 : M —s M una cubierta
(topoldgica), entonces M tiene una unica estructura tal que ™ es una cubierta
diferenciable.

Demostracion. Como 7 es un homomorfismo local, M es localmente euclideo. Veamos
que es Hausdorft:
Sean p y q puntos distintos de M.

1. Si m(p) = w(q) y U C M es un entorno elemental que contiene a (p),
entonces las componentes de 771(U) que contienen a p y ¢ son abiertos
disjuntos en M que separan py q.

2. Si w(p) # 7(q) , entonces existen abiertos disjuntos U y V' que contienen a
py q respectivamente y 7~ 1(U) y 71 (V) son abiertos en M que separan p
Y q.

Veamos que M es I1- numerable El conjunto de las fibras de 7 es contable (ya
que el grupo fundamental de M es contable y actua transitivamente sobre cada
fibra). Luego, si {U;}ien es una base contable para la topologia de M entonces el
conjunto de componentes de 7~1(U;) cuando i recorre N es una base contable para
la topologia de M.

Cualquier punto p € M tiene un entorno elemental U que es el dominio de una
carta ¢ : U — R"™. Tomando U una componente de 771 (U) y ¢ := pom : U —»
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R", (U, ) es una carta de M. Ademés, si dos cartas (U,2) y (V,4) se solapan
Jog™ = (Womlgp)o(porlsp) " = vonlgponlnT op =gop
que es diferenciable.

Luego la coleccion de todas las cartas asi definidas, dota a M de una estructura
de variedad diferenciable que ademas es tnica. [l

6.1. El grupo de cubiertas.

La anterior proposicién nos muestra que cualquier cubierta de una variedad di-
ferenciable es también una variedad diferenciable. Es a menudo importante saber
cuando un espacio cubierto por una variedad diferenciable es él mismo una varie-
dad diferenciable. Para entender la respuesta a esta cuestiéon necesitamos estudiar

el grupo de cubiertas de un espacio cubridor.

Sean M y M espacios topoldgicos, y sea 7 : M — M una cubierta. Una trans-

formacion de cubiertas de m es un homeomorfismo ¢ : M —s M tal queT-p ="

M = M
™\ N
M

El conjunto CW(M ) de todas las transformaciones de cubiertas, llamado grupo de
cubiertas de m, es un grupo bajo la composicion, que actiia en M a la izquierda.

El grupo de cubiertas es la llave para construir variedades diferenciables cubiertas
por M.

Veremos que para una cubierta diferenciable m : M — M el grupo de cubiertas
actia diferenciablemente, libremente, y propiamente en el espacio cubridor M.
Antes, es ttil que veamos una caracterizacion alternativa de ser acciéon propia

para acciones de grupos discretos.

Lema 6.3. Supongamos que un grupo discreto I' actia continuamente en una
variedad topologica M La accién es propia st y solo si se mantiene la siguiente
condicion:

Dos puntos cualesquiera p,p € M tienen entornos U, U’ tales que el conjunto
{geT;(g-U)NU'} #0 es finito.

Demostracion. Ver John M. Lee : Introduction to smooth manifolds O

Una accién de grupo discreta que satisface la condicion anterior del lema se llama
propiamente discontinua en la mayoria de los libros de geometria diferencial, pero
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evitaremos usar esta terminologia y lo llamaremos con el término mas general “

accion propia”.

Proposicién 6.4. Sea 7 : M —s M una cubierta diferenciable. Con la topologia
discreta, el grupo de cubiertas C(M) es un grupo de Lie cero-dimensional que

actia en M diferenciablemente, libremente y propiamente en M.

Demostracion. Ver John M. Lee : Introduction to smooth manifolds O

Usando el teorema de variedades cociente, podriamos probar el siguiente inverso

a la proposicion.

Teorema 6.5. Supongamos que M es una variedad diferenciable, y un grupo de
Lie discreto I' actia diferenciablemente, libremente y de forma propiamente dis-
continua en M. Entonces M /T es una variedad topoldgica y tiene una unica es-

tructura diferenciable tal que 7 : M —s M/F es una cubierta diferenciable.

Demostracion. Ver John M. Lee : Introduction to smooth manifolds O

El siguiente corolario es una consecuencia inmediata del teorema previo.

Corolario 6.6. Supongamos my : M — M, y mo M — My son cubiertas
diferenciables que hacen las mismas identificaciones (es decir, mi(p) = m(p') si'y
solo si mo(p) = ma(p')). Entonces hay un inico difeomorfismo ¢ : My — My tal
que p - T = T,

6.2. Cocientes de grupos de Lie.

Otra aplicacion importante del teorema de cocientes de variedades esta en los
cocientes de grupos de Lie por subgrupos de Lie.

Sea G un grupo de Lie y sea H C G un subgrupo de Lie. Si H actia en G por
traslacion a izquierda, entonces un elemento del espacio de orbitas es la orbita de
un elemento g € G, que es un conjunto de la forma gH = {gh;h € H}.
Usaremos la notaciéon G/H para denotar el espacio de 6rbitas por esta accién a

izquierda.

Teorema 6.7. Sea G un grupo de Lie y sea H un subgrupo de Lie de G cerrado.
La accion de H en G por traslacion a derecha es diferenciable, libre y propia. Asi
G/H es una variedad diferenciable y la aplicacion cociente 7 : G — G/H es una

submersion diferenciable. *

INotar que para este teorema, aplicando el teorema del subgrupo cerrado bastarfa con ver

que el subgrupo H es topoldgicamente cerrado en G.
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Demostracion. Ya observamos que H actia diferenciablemente y libremente en
G. Para ver que la accién es propia, sea 6 : G x H — G x G la aplicacién
0(g,h) = (gh,g) y supongamos L C G x G es un conjunto compacto. Si {(g;, h;)}
es una sucesién en §7!(L), entonces, pasando a una subsucesién si es necesario,
podemos suponer que las sucesiones {g;h;} v {g;} convergen. Por continuidad,
h; = gi *(g;h;) converge a un punto en G, y como H es cerrado en G se sigue que

{(gi, hi)} converge en G x H. N

Un subgrupo discreto de un grupo de Lie es un subgrupo que es un conjunto
discreto en el subespacio topoldgico ( y asi un subgrupo de Lie encajado cero-
dimensional).

El siguiente corolario es una consecuencia inmediata de los teoremas que hemos

visto.

Corolario 6.8. Sea G un grupo de Lie, y sea I' C G un subgrupo discreto. En-
tonces la aplicacion cociente m : G — G/ es una cubierta diferenciable.

6.3. Espacios homogéneos.

Uno de los tipos mas interesantes de acciones de grupos es aquel en el que un
grupo actia transitivamente. Una variedad diferenciable dotada con una accion
transitiva diferenciable por un grupo de Lie G se llama G-espacio homogéneo, o
simplemente espacio homogéneo si se sobreentiende el grupo.

Si la accién de grupo preserva algunas propiedades de la variedad (como distancias
en alguna métrica o un tipo de curvas como las lineas rectas en el plano...), entonces
el hecho de que la accién sea transitiva significa que la accién “parece lo mismo.*®
cualquier lugar desde el punto de vista de esta propiedad. A menudo, los espacios
homogéneos son modelos para varios tipos de estructuras geométricas, y como

tales, juegan un papel central en muchas areas de la geometria diferencial.

EJEMPLOS.

1. El grupo SL(2,R) actia diferenciablemente y transitivamente en el semi-

plano superior H = {z € C; Imz > 0} por la férmula

.~ _ aztb
A-z= cz+d

(00

Las transformaciones resultantes de H se llaman transformaciones de
Mobius

donde



40

2. Si G es un grupo de Lie y H es un subgrupo de Lie cerrado, define una
accién a izquierda de G en G/H por

91 (92H) = (91 - 92)H

Esta acciéon es también diferenciable y transitiva.

Este tltimo ejemplo toma especial importancia porque, como el siguiente teorema

muestra, todo espacio homogéneo es equivalente a uno de ese tipo.

Teorema 6.9. Teorema de caracterizacion de espacios homogéneos.
Sea M un G-espacio homogéneo, y sea p un punto de M. Entonces el grupo de
isotropia G, es un subgrupo de Lie cerrado de G y la aplicacion F : G/G, — M

dada por F(gG,) = g - p es un difeomorfismo equivariante.

Demostracion. Para simplificar llamemos H = G,,.

Primero veamos que H es un subgrupo de Lie cerrado. Definimos una aplicacion
® : G — M por ®(g) = g - p. Esta aplicacion es diferenciable (obvio) y H =
®~!(p). Observamos que

(g'9) =(d'9) p=7(g9-p) =7 - 2(9)
por tanto ® es equivariante con respecto a la accién de G en si mismo por multipli-
cacion a izquierda y la G-acciéon en M dada. Eso implica que H es una subvariedad
cerrada encajada de G y por tanto un subgrupo de Lie cerrado.

Para ver que F' esta bien definida, supongamos que g1 H = g2 H, lo que significa
que g, ‘g, € H. Escribamos h = ¢; 'g,, vemos que

F(gH) =92 p=gih-p=g1-p=F(q:1H)

También, F' es equivariante, porque

F(g'gH) = (g'g)-p=g'F(gH)

Ahora comprobemos que F' es diferenciable. Dado un punto goH € G/H, podemos
elegir un entorno U de goH en el cual existe una seccién local diferenciable o :
U — G tal que 0(goH) = go. Entonces en U tenemos F(gH) =G -p=®-0(g).
Asi F es diferenciable.

Veamos ahora que F' es biyectiva. Dado un punto ¢ € M, hay un elemento del
grupo g € G tal que F(gH) = g-p = q por transitividad. Por otro lado, si
F(g.H) = F(g2H), entonces g, - p = ¢ - p implica g, 'go - p = p, por tanto
g1 19> € H, lo que implica G1H = g, H.

El hecho de que F' sea inyectiva implica que es una inmersién: si el rango de F), fuera
menor que la dimensién de G/H, entonces la imagen de F tendria medida nula.
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Por tanto F' es una inmersién biyectiva entre variedades de la misma dimension,

y por tanto es un difeomorfismo. Il

Este teorema nos muestra que el estudio de espacios homogéneos puede redu-
cirse al problema algebraico de estudiar los subgrupos de Lie cerrados de grupos
de Lie. A causa de esto, algunos autores definen un espacio homogéneo como una
variedad de la forma G/H, donde G es un grupo de Lie y H es un subgrupo de
Lie cerrado de G.

Una aplicacién muy 1util de este teorema es poner estructuras diferenciables en
conjuntos que admiten acciones de grupos de Lie transitivas. Esto nos lleva a una
gran cantidad de nuevos ejemplos de variedades.

Proposicién 6.10. Sea X un conjunto con una accion transitiva de un grupo de
Lie G en X, tal que el grupo de isotropia de un punto p € X es un subgrupo de
Lie cerrado de G. Entonces X tiene una unica estructura de variedad topoldgica
y diferenciable tal que la accion dada es diferenciable.

Demostracion. Sea H el grupo de isotropia de p, por tanto, como vimos G/H es
una variedad diferenciable. La aplicacion F : G/H — X definida por F(gH) =
g - p es una biyeccion equivariante por exactamente el mismo argumento que usa-
mos en la demostracién del anterior teorema (ya que dicha parte no usa el hecho
de que M sea una variedad). Si definimos una estructura topoldgica y diferenciable
en X diciendo que F' sea un difeomorfismo, entonces la accién dada de G en X es
diferenciable porque puede ser escrita como (g, z) — F(g- F~(z)).

Si X denota X con cualquier estructura de variedad diferenciable tal que la accion
dada sea diferenciable, entonces por el teorema de caracterizacion, X es equiva-
riantemente difeomorfa a G/H y por tanto a X, luego la estructura topoldgica y
diferenciable es tnica. O

EJEMPLO: GRASSMANIANAS. Sea G(k,n) el conjunto de subespacios k-dimensionales
de R". El grupo ortogonal lineal GL(n,R) actia transitivamente en G(k,n): dados

dos subespacios A y A’, elegimos bases para ambos subespacios y los extendemos

a bases de R", y entonces la transformacion lineal que lleva la primera base a la
segunda lleva también A a A’. El grupo de isotropia del subespacio R¥ C R” es

H= {( gl g ) ;A€ GL(k,R),D € GL(n — k,R), B € M’f(n—k)(R)}

que es un subgrupo de Lie cerrado de GL(n,R). Entonces G(k,n) tiene una
tunica estructura de variedad diferenciable que hace la accién natural de GL(n,R)
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diferenciable. Con esta estructura diferenciable, G(k,n) se llama variedad Grass-
maniana o simplemente Grassmaniana.

7. LA REPRESENTACION ADJUNTA

Teorema 7.1. Sea 0 : G x M —> M wuna accion de G en M a la izquierda.
Sea po € M un punto fijo, es decir, 8,(po) = po para cada g € G. Entonces la
aplicacion
Y G — Aut(T,, M)
definida por
U(g) = deg’TpoM

es una representacion de G.

Demostracion. 1 es un homomorfismo por
Y(gg') = d099/|Tp0M = d<9999’)’Tp0M = ¥(9)¥(9")

Sélo queda por probar que v es C*°. Para ello es suficiente probar que 3 com-
puesto con una funcién coordenada arbitraria en Aut(T,, M) es C*.
Se obtiene un sistema coordenado en Aut(T,, M) eligiendo una base para T,,M y
usando esa base para identificar Aut(T),,) con las matrices no singulares.
Se obtiene la matriz asociada con un elemento de Aut(7,,M) aplicando este ele-
mento a la base de T},, M y entonces aplicando la base dual. Por tanto es suficiente
probar que si vy € T,,M y si a € T),, M", entonces

g — a(dfy(vo))
es una funcion C* en (. Por lo anterior es suficiente probar que
(7.1) g — dby(v)

es una aplicacién C* de G en T,,, M, o equivalentemente, que (7,1) es una aplicacion
C> de G en TM. Pero (7,1) es exactamente la composicién de aplicaciones C*.

G—TGxTM —T(GxM)—TM

en la cual la primera aplicacién envia g — ((g,0), (po,v0)), la segunda aplicacién
es el difeomorfismo canénico de TG x T'M con T'(G x M) y la tercera la aplicacion
es df. Asi i es C*. O

Un grupo de Lie actia en si mismo a la izquierda por automorfismos internos:

a:GxG—G alg,d)=999" =ayg)
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La identidad es un punto fijo de dicha accién. De aqui, por el teorema anterior, la
aplicacion
g = dag|G€ =g

es una representacién de G en Aut(g), se le llama la representacion adjunta y se

denota por

Ad: G — Aut(g)

Denotamos la diferencial de la representacion adjunta por ad, denotamos Ad(g)
por Ad, y ad(X) por adx.

Asi, tenemos el siguiente diagrama conmutativo:

G 25 Aut(g)

exp Texp

g _od, End(g)

También, tendriamos aplicando lo mismo al automorfismo ay de G:

G X @
eXpT exp
Adg
g — 9

En otras palabras, exp tAd,(X) = g(exp tX)g~ .
En el caso especial en que G = Aut(V) los diagramas anteriores se convierten en:

Aut(V) 2% Aut(End(V))

exp T T exXp

End(V) % End(End(V))

Aut(V) 22 Aut(V)
expT Texp
End(V) 2% Bnd(V)
donde B € Aut(V).
Si ademés C' € End(V), entonces Adg(C)=B-C - B™!

En el caso en que G = GL(n,R) ( o GL(n,C)), B € GL(n,R) y gl(n,R),
entonces Adp(C)=B-C - B™*
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Proposicién 7.2. Sea G un grupo de Lie con dlgebra de Lie g, y sean X,Y € g.
Entonces
adyY = [X,Y]

Demostracion. Ver Warner ; pag. 115 U

Teorema 7.3. Sea A € G un subgrupo de Lie conexo de un grupo de Lie G conexo.
Entonces A es un subgrupo normal de G si y solo si el dlgebra de Lie a de A es

un tdeal en g
Demostracion. Ver Warner; pag.115 [l

Centro de g: := {X € g;[X,Y] =0 para todo Y € g}
Centro de G: := {g € G; 99 = ¢'g para todo ¢’ € G}

Teorema 7.4. Sea G un grupo de Lie conexo. Entonces el centro de G es el nicleo
de representacion adjunta.

Demostracion. Ver Warner; pag.116 U

Corolario 7.5. Sea G un grupo de Lie conexo. Entonces el centro de G es un

subgrupo de Lie cerrado de G' con dlgebra de Lie el centro de g.

Corolario 7.6. Un grupo de Lie conexo G es abeliano si y solo si su dlgebra de

Lie g es abeliana.

Proposicién 7.7. Si X, Y pertenecen al dlgebra de Lie g de un grupo de Lie G.
Entonces
(X,Y]=0=exp (X+Y)=exp X -expV

Demostracion. Ver Warner; pag. 116 U



