SOBRE ORIENTACIONES

ENRIQUE ARTAL

1. ORIENTACION EN ESPACIOS VECTORIALES

Sea V un espacio vectorial real de dimension n, y sea B el conjunto de todas
las bases ordenadas de V. Dos bases ordenadas v, w (que interpretaremos como

matrices fila de vectores) estan relacionadas por su matriz de cambio de base
v =wP, P e GL(n; R).

La siguiente relacion en B es claramente de equivalencia: v ~ w < det P > 0. Esta
relacion tiene solo dos clases de equivalencia, a las que llamaremos orientaciones de
V. Un espacio vectorial orientado es un par (V,6), donde V' es un espacio vectorial
de dimension finita y 6 es una orientacion de V. Claramente, un espacio vectorial
se puede orientar de dos maneras; fijada una orientacion, las bases de la orientacion
se dicen positivas, mientras que las demas, se dicen negativas. Normalmente para
dar un espacio vectorial orientado fijaremos una base positiva. Por convencioén,

una orientacion del espacio vectorial nulo es la asignaciéon de un signo +.

Ejemplo 1.1. La orientacién candnica de R" es la dada por la base canonica.
En R, las bases positivas son las dadas por los niimeros reales positivos. En R?
se puede determinar facilmente si una base es positiva. Sea (vy,vy) una base;
como los vectores no estan en la misma recta, podemos considerar la rotaciéon de
angulo < 7w que lleva v; sobre la semirrecta determinada por vs. Si este giro es
antihorario, la base es positiva, en caso contrario, es negativa. Es facil, justificar
este razonamiento. Si rotamos conjuntamente (vi, vy) para que vy esté en el eje X
positivo, no cambiamos la orientacion de la base. Por tanto, podemos suponer que
vy = (£,0),t >0,y vo = (u,v). Por la independencia lineal, v # 0, y la matriz de
cambio de base con la base canodnica es (§ %), por lo que el signo del determinante
del cambio de base es el de v; si v > 0, vy esta en el semiplano superior, mientras
que si v < 0, entonces v, esta en el semiplano inferior, y vemos que el criterio
funciona.

Para R?, (v, Vs, v3) es una base positiva si al hacer el giro ordenado, este va
en el sentido de la regla del sacacorchos, y el razonmiento es similar al realizado

anteriormente.
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FIGURA 1. Orientaciones en R"

Sea ahora V un C-espacio vectorial complejo de dimension n; si olvidamos la
multiplicacion por 7, es un R-espacio vectorial de dimension 2n. Si (vy,...,v,) es

una C-base, entonces (vy, vy, ..., vy, i0,) es una R-base.

Proposicion 1.2. Dos bases complejas de V' inducen bases reales en la misma

orientacion.

Por ello, un espacio vectorial complejo, visto como espacio vectorial real, tiene
una orientacién canoénica, aquella determinada por las bases reales que provie-
nen de bases complejas. La demostracion de este resultado es consecuencia de los

siguientes lemas.

Lema 1.3. Los grupos GL*(n;R) (matrices requlares de determinante positivo)
y GL(n; C) son conexos.

Lema 1.4. Sea F: GL(n;C) — GL(2n;R) la aplicacion que consiste en sustituir
cada entrada a de una matriz en GL(n;C) por la caja (§Z _%Sa“). La aplicacion

estd bien definida y su imagen estd contenida en GL™(2n;R).

2.  ORIENTACION EN VARIEDADES DIFERENCIABLES

Sea M una variedad diferenciable conexa de dimensiéon n. Se dice que M es
orientable si es posible asignar una orientacion 6, de T,M, Vp € M, de manera

que Vp € M existe una carta x : U — M, U < R" abierto conexo, tal que

o o
Grilq’ " Donlg

Si en una variedad orientable fijamos una orientacion, diremos que es orienta-

pex(U), y Vqex(U), la base ( ) es positiva.
da. Las cartas con la propiedad anterior se dicen positivas. Una variedad conexa

orientable admite dos orientaciones.

Ejemplo 2.1. Cualquier variedad diferenciable que se puede cubrir por una carta,
como R™ o cualquier abierto, es orientable. Lo mismo ocurre, sin la variedad se
puede cubrir con dos cartas (conexas) de manera que la interseccién es conexa.

Por ejemplo, las esferas son orientables.
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Sean M, N dos variedades (conexas) orientadas de dimension n, y sea F': M —
N un difeomorfismo local. Diremos que F' preserva (resp. invierte) la orientacion si
Vp € M, la matriz de dF}, en bases positivas de T, M y Tpp) N es de determinante
positivo. Esta propiedad es especialmente relevante cuando M = N (con la misma
orientacion); notemos que en este caso, la propiedad de preservar o invertir la

orientacion se mantiene si cambiamos la orientacién de M.

Ejemplo 2.2. Sea F': S" — S" la aplicaciéon antipodal. Entonces, F' preserva la

orientacion si y solo si n es impar.

Ejemplo 2.3. Supongamos que F' : M — N es una cubierta regular y que todo
automorfismo ® : M — M de la cubierta preserva la orientacién. Entonces, N es
orientable. Por ejemplo, (S*)" =~ R"/Z" (accién por traslacion) o RP™ =~ S"/(Z/2)
(accion antipodal) son orientables, en este tltimo caso solo si n es impar. En el
caso de S', una orientacién se puede determinar como sigue. Elegimos tres puntos
distintos P, @, R € S'; un vector tangente es positivo si esta en la direccion del

camino que va de P a () pasando por R.

Ejemplo 2.4. Toda variedad analitica compleja M es orientable y tiene una orien-

tacioén canodnica.

Las orientaciones también se usan para calcular intersecciones con signo. Sean
S1,59 < M, dos subvariedades tales que dim S; + dim .S, = dim M. Recordemos
que se dice que dos subvariedades se intersecan transversalmente, en notacion
S1h Sy, si Vp € S1 n Sy, se tiene que 1,51 + 1,52 = T, M. Con las condiciones de
dimensién que hemos impuesto, en nuestro caso si la intersecciéon es transversa, la
suma es directa. En general, S;hSs implica que S; n S5 también es subvariedad,
por lo que en nuestro caso se trata de puntos.

Definiciéon 2.5. Con las notaciones anteriores y suponiendo M, S;, S5 orientadas,
el niumero de interseccion (S; N Sz)p = 1 segun la orientacion de 7,51 @ 1,52

coincida o no con la de T, M.

Ejemplo 2.6. Por ejemplo, podemos considerar M = R3, S; un plano y S, una
recta transversa. Si orientamos como en la Figura[2] tenemos (S; - S2)p = 1.

Si f:S; — M es una inmersion, diremos que fhSs, si Vp € S tal que f(p) € S
se tiene que dfp(Tp51) + Trp)S2 = TipyM. En este caso también se pueden dar
signos a las intersecciones si las dimensiones de 57, S5 suman para dar la de M.

Veamos otro caso en el que podemos probar que una variedad es orientable. Sea

M una variedad conexa orientable, y sea F' : M — R una aplicaciéon C* tal que
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FIGURA 2. Interseccion en R?

dF, # 0, Vp € M. Sabemos que en esa situacion S := F~*(0) es una subvariedad
diferenciable de M.

Proposicion 2.7. La subvariedad S es orientable.

Demostracion. Fijemos una orientacion en M. Sea p € S, y sea una carta positiva
x : U — S tal que p € x(U); sea uy € U < R" tal que x(ug) = p. Sea Fy :

U — R la funcién F o x. Sabemos que es posible encontrar una carta x tal que

Fy(z1,...,7,) = x,. En este caso S n x(U) = x({z,, = 0}). La orientaciéon que
asignamos a 15,5 es la dada por la base 6_:(31|q7 o axa T
n=llq

Si tenemos dos cartas de este tipo, el cambio de cartas debe de ser de la forma

(2.1) = (21,...,2,) — (fr(x),..., fao1(z), x,).
Denotemos z"' := (zy,...,%,_1). La matriz jacobiana del cambio de base en
(z"1,0) es

ofn of of

dwi|(zr=t,0) 77T Pn-tf@not0) | On|(2n!0)
(2-2) Ofn_1 Ofn-1 Ofn—1

0Ty |(gn=10) 77 O%n-if(gn=10) | %0 |@n710)

0 o 0 1

La caja interior es el cambio de cartas de S, y es de determinante positivo. U

Anteriormente hemos estudiado la asignacion de signos en los puntos de inter-
seccion trasnversa de dos subvariedades de dimensiones complementarias. Veamos
el caso general. Sea M una variedad diferenciable orientada de dimensiéon n. Sean
St, Sy dos subvariedades orientadas de dimensiones ny,ns y tales que S;h.S,. Su-
pongamos que S := 51 NSy es no vacia (en particular, ny; + ny = n). La teoria de
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transversalidad garantiza que S es una subvariedad de M (y también de Sy y S5)

de dimensién m := ny + ny — n.
Proposicion 2.8. La variedad S es orientable.
El siguiente lema es la clave de la demostracion.

Lema 2.9. Sea V' un espacio vectorial orientado de dimension n y sean Hy, Hy
dos subespacios orientados tales V. = Hy + Hy, de dimensiones ni,no. Sea H :=
H, n Hy, de dimension m := ny + ny — m. Hay una unica manera de orientar
H de manera que las bases (ordenadas) positivas v de H cumplen la siguiente
propiedad.

Si v, vy son dos familias de vectores libres tales que v, + v es base positiva de
H, y v+ vy es base positiva de Hy, ntonces vi + v + vy es base positiva de H.

Demostracion. Fijemos una orientacion de H y una base arbitraria v en la orien-
tacion. Consideremos familias vy, vy como en el enunciado. Veamos qué posibles

cambios se pueden dar:
v—vVv-P, v,—> Vv, - Pi+v-Q;,

donde P € GL*(m;R), P, € GL*(n; — m;R) y Q; € Mat(m x (n; — m);R). La
nueva base es

P10] O
(V1\V\V2> Q| P|Q
00| PR

que es de determinante positivo. Por tanto, la orientacién de v detemina la orien-
tacion de la base de H.

Si vy + v + vy es positiva, ya estd. Si no, cambiamos el signo de v, lo que nos
obliga a cambiar los signos de vy, vy para cumplir la propiedad de la orientacion
de H,y, Hy. Como hay tres cambios de signo, esta base es positiva. Il

Demostracion de la Proposicion[2.8 La condicion de transversalidad nos permite
elegir cartas positivas donde la anulacion de las ns tltimas coordenadas nos da Sy
y las de las n; primeras nos da S;. Reordenando las variables para cumplir con el

lema anterior, nos da el resultado. Il

Corolario 2.10. S, - S, = (—1)m—m)m=n2)g . g,

3.  ORIENTABILIDAD Y VARIEDADES CON BORDE

Sea M una variedad con borde dM. Recordemos que en dichas variedades,
ademas de las cartas habituales, tenemos otras cartas definidas en abiertos de
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R” := {(x1,...,2,) | z, < 0}. La imagen por esas cartas del hiperplano z,, = 0
es 0M. En esta situacién, a la hora de definir T, M, tenemos como subespacio
T,0M y solo los vectores en uno de los dos semiespacios son verdaderos vectores
tangentes a M. Un vector v e T,M\T,0M se dice normal exterior (resp. normal
interior) si esta en el semiespacio exterior (resp. interior). En cualquier caso, es
posible definir la orientabilidad como en el caso de las variedades sin borde.

Proposicion 3.1. Sea M una variedad con borde orientable. Entonces, 0M es

una variedad orientable.

Demostracion. La demostracion sigue los mismos pasos que en la Proposicion 2.7
El cambio de dos cartas positivas con borde es como en , sustituyendo x,, por
zph(z); la funcion esta definida solo para z,, > 0, y si x,, < 0, entonces h(z) > 0.
La matiz jacobiana es como en , sustituyendo el dltimo 1 por A(z"~*,0). Como
la matriz debe de ser no degenerada, este valor es no nulo, luego es positivo, por

continuidad. O

Definicién 3.2. Sea M una variedad orientada. La orientacion candnica de oM
consiste en la asignacion a cada p € M de una orientaciéon 03 de T,0M, de manera
que una base positiva de T, M se obtiene anadiendo al vector normal exterior una
base positiva de T,0M.

4. NUMEROS DE ENLACE

En la teorfa de nudos, el nimero de enlace juega un papel fundamental. Existen
definiciones combinatorias, pero las razones por las que funcionan tienen que ver
con teoria de interseccién. En esta seccion, consideraremos la variedad S? con la
orientacién que proviene de ser la compactificacion de Alexandroff de R? (tomando
la proyeccion estereografica por la que esta es la misma orientacion que la de ser
borde de la bola cuatridimensional B*).

Sean K, L dos nudos orientados disjuntos, es decir, dos subvariedades difeomor-
fismas a S'. El ntimero de enlace se puede construir como sigue. Consideremos una
superficie 3  S? tal que 0¥ = K (X esta orientada y el borde se toma orientado)
y que tenga interseccion transversa con L; con estas condiciones #> N L < 0.
Entonces, el nimero de enlace de K'y L es L(K,L) =% L.

Observacion 4.1. Es posible reemplazar K, L por enlaces, y ¥ puede ser también
la imagen de una inmersion f: 3 — S? tal que f(é’f]) =K.

Proposicion 4.2. El niumero de enlace es simétrico.
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Demostracion. Para probar este resultado, vamos a ver que si tomamos g, >,
superficies orientadas con borde K, L, entonces g - L = X - K.

Vo

FIGURA 3. Interseccion de i y Xp.

Por transversalidad, Y n ¥ estd formado por circunferencias e intervalos.
Las circunferencias no aportan nada. Los intervalos son de dos tipos, segun los
extremos estén en el mismo nudo o no. Si estan en el mismo nudo, digamos L,
estos tienen signos distintos en la interseccion, luego no aportan nada a Y - L.
Si pertenecen a nudos distintos, los argumentos los encontramos en la Figura [3]
donde mostramos un punto de X x N L, que aporta un +1 a Xg - L. Observamos
que dicho punto es extremidad final de X x n X con la orientacion de g - Xy.
El otro punto es de K, es decir en Y; n K; con respecto a la orientacion Xy, - Y
(la contraria) también es la extremidad final por lo que también aporta +1 a
¥ K. O

5. ESPACIOS PROYECTIVOS

Sea V' un espacio proyectivo sobre K (R o C) de dimension n + 1. Recordemos
que P(V) = (V\{0})/K*. Sea p € P(V), es decir, un subespacio vectorial de
dimension 1 de V.

Recordemos que si v € V, entonces V' = T,V , mediante la identificacion w +—
(t — v 4+ tw)’(0). Sea ahora p € P(V); fijemos v € p\{0} y A € K*. Los siguientes



8 ENRIQUE ARTAL

diagramas son conmutativos:

v V\{0} V
\ ™
P(V) = A TP(V)
AV V\{0} V

Es facil ver que dm, y dmy, son sobreyectivas y que kerdmw, = kerdmy, = p, ya
que las curvas de la identificacion de V' con el espacio tangente son constantes.

Por tanto en el segundo diagrama podemos sustituir V' por V/p
Proposicion 5.1. Hay un isomorfismo candnico de T,P(V') y Hom(p, V/p).

Demostracion. El isomorfismo canonico es el siguiente. Tomamos o : p — V/p;
sea v € p\{0} y sea w € V tal que a(v) = w + p. Entonces « se corresponde con
el vector tangente en t = 0 de la curva t — K{v + tw).

Por construccion, la curva no cambia si cambiamos de vector v. Si elegimos otro
representante w, la curva cambia, pero vamos a ver que el vector tangente no.
Para ello tomamos la curva anterior en V: t — v + tw. Asi, el vector tangente es
dmy (W), cuyo valor no depende del representante elegido. ]

Ejemplo 5.2. Consideremos V' un R-espacio vectorial de dimension 2; en ese caso
P(V) =~ RP' >~ S'. Hemos visto que una orientaciéon viene determinada por tres
puntos distintos. En nuestro caso, podemos determinarla asi. Tomar (v, vs) una
base de V; los tres puntos que vamos a usar son R{vy), R(vy), R(v; + vy). De

esta manera, podemos ver que una orientaciéon en V determina una orientacion

en P(V).

Ejemplo 5.3. Aunque RP? no es orientable, si le quitamos una recta proyectiva,
pasa a ser un disco abierto, que si es orientable. Si orientamos este disco, inducimos
una orientacién en la recta eliminada como borde (no lo es globalmente, pero
localmente si se puede considerar). Como la recta viene orientada asi dos veces,
podemos considerar que el borde del disco es el doble de la recta. Ilustramos estas
ideas en la Figura 4} a la izquierda tenemos el modelo del plano proyectivo como
un disco con identificaciones en el borde, que es la recta L; a la derecha, como una
compactificacion de R2, en el que omitimos el dibujo de la recta del infinito y la
recta L es el eje X, y mostramos el cambio de orientaciéon al atravesar el infinito.
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FIGURA 4. Plano proyectivo y orientaciones

Sea V un espacio vectorial de dimension n + 1; sabemos que P(V) =~ RP" es
orientable si y solo si n es impar. En ese caso, podemos identificar las orientaciones
de P(V) con las de V' como sigue. Fijemos una orientacion de V' y sea v :=
(vo,V1,...,V,) una base positiva. Sea Hy el espacio afin tal que vy € Hy y su
espacio director estd generado por vi,...,v,. Orientamos este hiperplano afin
como borde del semiespacio que contiene el origen. Este hiperplano se inyecta
como un abierto de P(V) y la orientaciéon dada es compatible. Dicho de otro

modo, para el siguiente atlas todos los cambios de carta son positivos:

Xy R > P(V), =xy(x1,...,2,) = R<V0 + Z xjvj>.
j=1

Observacion 5.4. Para probar la afirmacion anterior, basta demostrar que si ha-
cemos un cambio de base por una matriz elemental, entonces el determinante de

la matriz jacobiana es del mismo signo que el de la matriz si n es impar.

Observacion 5.5. Este criterio de orientacion coincide con el del Ejemplo [5.2]

6. EL ESPACIO PROYECTIVO REAL RP3

Normalmente identificaremos RIP? con la unién disjunta de R3 y el plano del
infinito RP?, (el conjunto de direcciones en R?). Si tomamos la orientacion positiva
en R?, al ver P(R*) con coordenadas (¢, x,v, 2), identificamos R? con la imagen
del hiperplano ¢ = 1 con coordenadas (x,v, ). Cuando trabajemos con todo RIP3
usaremos coordenadas homogéneas [t : = : y : z] que representan el subespacio
engendrado por (¢, z,y, z). Es decir, las coordenadas estan definidas si (¢, x,y, 2) #
0y

[tz y:z]=[M:Ax:Ay:Az], YAeR™
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Los elementos de R* son [1: 2z :y: 2] y los de RP? son [0:z:y: z].
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