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Resumen. El objetivo de estas notas es tratar de ordenar las ideas a tratar
en el curso de doctorado, complementando los libros de Grauert-Remmert [2] y
Godement [1].

1. Definición de haces

Comenzamos esta sección de forma poco habitual en la teoría de haces.

Definición 1.1. Sea X un espacio topológico. Un haz sobre X es un par (F, π),
donde F es un espacio topológico y π : F→ X es un homeomorfismo local. Dado
x ∈ X, llamaremos a Fx := π−1(x) la fibra sobre x. Si no hay ambigüedad identifi-
caremos el haz con F. Un homomorfismo ϕ de haces entre (F1, π1) y (F2, π2) es una
aplicación ϕ : F1 → F2 tal que π1 = π2◦ϕ (observemos que es un homeomorfismo
local); un subhaz F1 es un subespacio de F tal que π|F1 es un haz y la inclusión es
un homomorfismo de haces (es necesario y suficiente que F1 sea abierto de F).

Tal cual está definido se dice que se trata de un haz de conjuntos.

Definición 1.2. Sea F un haz sobre X y sea Y ⊂ X. Una sección sobre Y es
una aplicación continua s : Y → F tal que ∀y ∈ Y , π(s(y)) = y. Si Y es abierto,
también lo es s(Y ) y s es un homeomorfismo sobre la imagen.

Ejemplos 1.3. Primero veremos ejemplos inesenciales y más adelante entraremos
en el verdadero objeto de estudio.

1. Cualquier cubierta o la inclusión de un abierto.
2. Sea X un espacio topológico y A un espacio topológico discreto: X × A es

un haz sobre X llamado haz trivial de fibra A. Si un haz es isomorfo a X×A
se dice trivializable y el isomorfismo es una trivialización.

3. Sean S2 la esfera de dimensión 2 y τ : S2 → S2 la aplicación antipodal;
recordemos que S2/τ = RP2. Consideremos el haz S2×R (R con la topología
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discreta). Sea τ̃ : S2 × R → S2 × R, dada por τ̃(x, t) := (τ(x),−t). Es fácil
ver que (S2 × R)/τ̃ es un haz no trivializable de RP2 y de fibra R.

4. Sean (Fi, πi), i = 1, 2, dos haces. El producto fibrado de ambos es F :=

{(u, v) ∈ F1×F2 | π1(u) = π2(v)}. Por definición es posible definir π : F→
X, que es claramente continua. Es fácil ver que π es un homeomorfismo
local por lo que F es un haz; dado x ∈ X, Fx = (F1)x× (F2)x. Denotaremos
F := F1 ×X F2.

Lo realmente interesante es cuando las fibras tienen una estructura suplemen-
taria.

Definición 1.4. Sea F un haz sobre X.

1. Un magma es un conjunto A con una operación binaria µ : A × A → A

que denotaremos a · b, ∀a, b ∈ A. Diremos que F es un haz de magmas si
∀x ∈ X, Fx es un magma y la aplicación F×X F→ F dada por (u, v)→ u ·v
es continua.

2. Un semigrupo A es un magma con operación asociativa. Diremos que F es
un haz de semigrupos si lo es de magmas y ∀x ∈ X, Fx es un semigrupo.

3. Un monoide A es un semigrupo con identidad. Diremos que F es un haz de
monoides si lo es de semigrupos, ∀x ∈ X, Fx es un monoide de identidad ex
y la aplicación e : X → F, e(x) := ex es una sección.

4. Diremos que F es un haz de grupos si ∀x ∈ X, Fx es un grupo y la aplicación
F×X F→ F dada por (u, v)→ u · v−1 es continua. Observemos que:
(a) Como cada fibra es un grupo es no vacía. Así dado x ∈ X podemos

encontrar V ⊂ X entorno abierto de x y s : V → F sección local de F.
Por tanto la composición

V → F×X F→ F,

dada por y 7→ (y, y) 7→ y · y−1 = ey, es continua. Por tanto la aplicación
e : X → F, e(x) := ex es una sección.

(b) Así la composición F→ F×X F→ F, dada por

u 7→ (eπ(u), u) 7→ u−1

es continua.
(c) Y también lo es la composición F×X F→ F×X F→ F×X F dada por

(u, v) 7→ (u, v−1) 7→ u · v.
5. De la misma forma se definen haces de anillos, cuerpos, espacios vectoriales,

álgebras,. . .
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6. Sea A un haz de anillos sobre X. Diremos que F es un A-módulo si es un
haz de grupos abelianos tal que ∀x ∈ X Fx es un Ax-módulo y la aplicación
A×X F→ F, dada por (a, u) 7→ a · u, es continua. Si A es el haz trivial de
base un anillo A, también diremos que F es un haz de A-módulos.

2. Prehaces y haces canónicos

Sea X un espacio topológico.

Definición 2.1. Un prehaz F sobre X consiste en asignar a cada abierto U ⊂ X

un conjunto F(U) y a cada par de abiertos U, V ⊂ X tal que U ⊂ V una aplicación
rU,V : F(V ) → F(U) (llamada restricción) de forma que si tenemos tres abiertos
U ⊂ V ⊂ W , se cumple rU,W = rU,V ◦rV,W . Diremos que F es un prehaz con una
estructura suplementaria si todos los conjuntos F(U) la poseen y las restricciones
son morfismos para ellas. Se definen de forma natural los homomorfismos de haces.
Si F es un prehaz de grupos abelianos, supondremos siempre que F(∅) = {0}.

Ejemplo 2.2. Sea F un haz sobre X. El prehaz asociado a F consiste en asociar
a cada abierto U de X el conjunto F(U) de las secciones s : U → X; dados U ⊂ V

abiertos, rU,V es la restricción de aplicaciones. Si el haz tiene alguna estructura
suplementaria, también la tendrá el prehaz. Un homomorfismo de haces da lugar
de manera funtorial a un homomorfismo de haces asociados.

Ejemplo 2.3. Dado U abierto de X, definimos CX,R(U) como el conjunto de
funciones continuas U → R. Con las restricciones habituales tenemos un prehaz.
Se trata de un prehaz de R-álgebras con unidad.

Definición 2.4. Dado x ∈ X y F prehaz de X, llamaremos conjunto de gérmenes
de F en x a:

Fx := ĺım
←−U

F(U),

donde U recorre los abiertos de X. Es decir, si Vx es el conjunto de entornos
abiertos de x

Fx =

(∐
U∈Vx

F(U)

)
/ ∼,

donde si f ∈ F(U), g ∈ F(V ), U, V ∈ Vx, se tiene que

f ∼ g ⇔ ∃W ∈ Vx t.q. W ⊂ U ∩ V y rW,U(f) = rW,V (g).

A las clases de equivalencia se les llama gérmenes en x; si f ∈ F(U), con U ∈ Vx
se denotará fx el germen de f en x. Dado U ∈ Vx denotaremos rx,U : F(U)→ Fx

la aplicación dada por rx,U(f) := fx. Es fácil ver que si x ∈ U ⊂ V se tiene
rx,V = rx,U ◦rU,V .
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Observación 2.5. Si F tiene estructura suplementaria y en dicha categoría hay
límites inductivos, entonces Fx también posee la estructura suplementaria y las
aplicaciones rx,U son morfismos.

Ejemplo 2.6. Para el prehaz del Ejemplo 2.3, retomamos la definición habitual
de germen de una aplicación.

Sea ahora F un prehaz sobre X. Definimos F̂ :=
∐

x∈X Fx, y π : F → X

la aplicación natural. Vamos a definir una topología sobre F. Para ello, dado U
abierto y f ∈ F(U), denotamos B(f) := {fx | x ∈ U} ⊂ F̂. Sea

B := {B(f) | f ∈ F(U), U abierto de X}.

Es un ejercicio sencillo comprobar que B es base de una topología de F̂ que
fijaremos a partir de ahora.

Lema-Definición 2.7. F̂ es un haz llamado el haz canónico asociado a F.

Demostración. En primer lugar podemos ver que si U es un abierto de X y f ∈
F(U), entonces la aplicación f̂ : U → F̂, f̂(x) := f̂x, es continua.

Además es claro que π es continua, y se demuestra entonces que π es un homeo-
morfismo local. �

Observación 2.8. Si F es un haz, entonces F es naturalmente isomorfo a su haz
canónico.

Observación 2.9. Dado un prehaz F hay un homomorfismo de prehaces de F al
prehaz asociado a F̂ tal que f 7→ f̂ si f ∈ F(U) y U es abierto en X.

Definición 2.10. Un prehaz F se dice canónico si ∀U ⊂ X abierto, para todo
recubrimiento abierto {Uα}α∈A de U y para toda familia {sα}α∈A, con sα ∈ F(Uα),
se tiene que rUα∩Uβ ,Uα(sα) = rUα∩Uβ ,Uβ(sβ) ∀α, β ∈ A, si y solo si ∃!s ∈ F(U) tal
que rUα,U(s) = sα, ∀α ∈ A.

Proposición 2.11. El prehaz asociado a un haz es canónico. Es más, un prehaz
es canónico si y solo si es naturalmente isomorfo al prehaz asociado a su haz
canónico.

Observación 2.12. Identificaremos los haces y sus prehaces asociados. De la misma
forma identificaremos los prehaces canónicos con los haces asociados (y comete-
remos en ocasiones el abuso de notación de llamarlos haces). Esto nos permitirá
crear nuevos ejemplos de haces a partir de prehaces (sean canónicos o no).
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Ejemplo 2.13. Generalizando el Ejemplo 2.3 consideramos haces de funciones
diferenciables de variedades diferenciables de dimensión n. Son también haces de
R-álgebras con unidad. Como en el cálculo de los gérmenes lo que importa es la es-
tructura local, la fibra en un punto es isomorfa al álgebra de gérmenes de funciones
diferenciables de Rn en el origen. Este tipo de estructuras las generalizaremos.

Ejemplo 2.14. Dado X espacio topológico, podemos considerar el prehaz de las
funciones continuas acotadas con valores en R. Observemos que el haz canónico
asociado a él coincide con el haz de gérmenes de funciones continuas; en particular,
no es un prehaz canónico.

Ejemplo 2.15. Sea F un haz sobre X. Llamaremos Set(F) al prehaz de las sec-
ciones conjuntistas de π. Como es claramente canónico lo identificaremos con su
haz canónico. Hay una inclusión natural de F en Set(F).

2.16. Cambio de base. Sea ϕ : Y → X una aplicación continua. Observemos
que si π : F→ X es un haz sobre X, entonces, el pull-back

ϕ∗(F) := {(y, u) ∈ Y × F | ϕ(y) = π(u)}

es un haz (con la restricción de la primera proyección) sobre Y , llamado imagen
inversa de F por ϕ. Un caso particularmente importante es el de la inclusión de
abiertos u ⊂ X. En este caso la imagen inversa no es otra cosa que FU := π−1(U).
Por ejemplo, diremos que un haz es localmente trivial de fibra A si admite un
recubrimiento abierto tal que la restricción del haz a cada abierto del recubrimiento
es isomorfa al haz trivial sobre cada abierto de fibra A; por supuesto si X es conexo
la fibra será siempre la misma. Si el haz tiene alguna estructura, pediremos que el
isomorfismo también la tenga.

Sea ahora F un haz sobre Y . Definimos el siguiente prehaz f∗(F) sobre X,
llamado imagen directa. Dado U abierto de X, denotamos f∗F(U) := F(f−1(U)).
Es fácil ver que se trata de un prehaz canónico.

2.17. Subespacios de X. Sea Y ⊂ X; vamos a ver diferentes operaciones que
ligan haces de Y y de X; denotaremos i : Y ↪→ X la inclusión.

Sea F un haz sobre X; entonces F|Y := i∗F es un haz sobre Y .
Sea F un haz sobre Y ; entonces i∗F es un haz sobre X.
Sea F un haz sobre Y de grupos abelianos, Y localmente cerrado; llamamos
extensión por cero de F al único haz FX sobre X (salvo isomorfismo) cuyas
fibras sobre los puntos de Y coinciden con las de F y cuyas fibras en los
demás puntos son nulas.
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Las operaciones anteriores se pueden combinar. Así si F es un haz sobre X,
denotaremos FY := (F|Y )X , haz sobre X. También podemos componer i∗

con i∗ en ambas direcciones.

Es un ejercicio instructivo observar bajo qué condiciones algunas de las opera-
ciones coinciden (por ejemplo, bajo la hipótesis de Y abierto o cerrado).

3. Haces y variedades diferenciables

En esta sección M es una variedad diferenciable de dimensión m. Conside-
raremos el haz C∞M =: E0

M de gérmenes de funciones diferenciables con valores
reales.

Se trata de un haz de R-álgebras con unidad; todas las fibras son isomorfas a
(C∞Rn)0; de hecho es un haz localmente trivial de fibra (C∞Rn)0, es decir, ∀p ∈ M

existe un entorno abierto V de p tal que la restricción del haz a U es isomorfa a
U × (C∞Rn)0.

Ejemplo 3.1. Sea π : E → M un fibrado vectorial de rango k. Consideremos
el prehaz que a cada abierto U le asocia Γ(E|U), el C∞(U)-módulo de todas las
secciones diferenciables U → E. Es obvio que se trata de un prehaz canónico que
identificamos al haz asociado E ; la fibra Ex es el (C∞M )x-módulo de los gérmenes de
secciones de E en entornos de x y es un módulo libre de rango k. Por tanto, E es
un haz de C∞M -módulos.

De esta forma consideramos los haces EkM , haces gérmenes de k-formas dife-
renciales. Observemos que ∀p ∈ M , la fibra (EkM)p es un (E0

M)p-módulo libre de
rango

(
n
k

)
.

Sea x : U → V ⊂M es una carta de la variedad. Para cada p ∈ V las secciones
dx1, . . . , dxn inducen una base de TpM∗ y sus productos exteriores debidamente
ordenados inducen bases de los espacios de formas alternadas de TpM . Si denota-
mos (dxj)p los gérmenes de de estas formas, vemos que todo germen de k-forma
en un punto p ∈ V se puede escribir de forma única como∑

1≤j1<...<jk≤n

(fj1,...,jk)pdxj1 ∧ . . . dxjk ,

con (fj1,...,jk)p gérmenes de funciones diferenciables en p (omitimos los subíndices
de los gérmenes de formas para no recargar la notación).

Observemos que claramente la diferencial induce un homomorfismo de haces (de
R-espacios vectoriales, no se preserva la estructura de módulo), d : EkM → Ek+1

M .
Tenemos una sucesión:

0→ RM → E0
M → E1

M → · · · → EkM → Ek+1
M → . . . ,



NOTAS DE COHOMOLOGÍA DE HACES 7

donde RM es el haz trivialM×R (identificado con el haz de gérmenes de funciones
localmente constantes); la primera aplicación es la inclusión y las demás son la
diferencial d. Observemos que la composición de dos aplicaciones de la sucesión
siempre es cero.

Esto nos induce a dar las siguientes definiciones.

Definición 3.2. Sea X un espacio topológico, sean F1,F2 haces de grupos abelia-
nos (o espacios vectoriales, o módulos sobre un haz). Sea ϕ : F1 → F2 un mor-
fismo de haces de grupos abelianos. Entonces kerϕ :=

∐
x∈X kerϕx e Imϕ :=∐

x∈X Imϕx son subhaces de F1 y F2 respectivamente, llamados núcleo e imagen
de ϕ (es cierto ya que ϕ es abierta y la imagen de la sección nula también es
abierta).

Definición 3.3. Sea X un espacio topológico, sean Fi, i = 1, 2, 3 haces de grupos
abelianos. Sea C := F1

ϕ1→→ F2
ϕ2→→ F3 un par de morfismos de haces de grupos

abelianos tal que ϕ2◦ϕ1 es el morfismo nulo. La homología H de C es el haz
kerϕ2/ Imϕ1; si x ∈ X, Hx = ker(ϕ2)x/(Imϕ1)x. Si la homología es nula, diremos
que es una sucesión exacta en F2.

Observación 3.4. Sin precisar más, podemos definir los conceptos de complejos de
haces, cohomología de complejos, sucesiones exactas cortas. Sí que merece alguna
precisión más el concepto de cociente de haces. Sea X un espacio topológico y
sean F1,F2 haces de grupos abelianos sobre X tales que F1 es un subhaz de F2.
El cociente F := F2/F1 se define como el haz canónico asociado al prehaz F(U) :=

F2(U)/F1(U), U abierto de X. Se demuestra que la fibra Fx es naturalmente
isomorfa a (F2)x/(F1)x y que en general no es un prehaz canónico.

Ejemplo 3.5. Sea M una variedad diferenciable. Denotaremos C∞M,C, resp. C∞M,C∗ ,
el haz de gérmenes de aplicaciones diferenciables con valores en C, resp. C∗. El
primero lo vemos como haz de grupos abelianos con la suma, y el segundo con
el producto. Sea ZM el haz de funciones localmente constantes con valores en Z.
Consideremos:

0→ ZM → C∞M,C → C∞M,C∗ → 0,

donde la primera flecha es la inclusión y la segunda está definida por h 7→ e2iπh. Es
claramente una sucesión exacta corta de haces, llamada la sucesión exponencial.
Observemos que C∞M,C∗ es naturalmente isomorfo a C∞M,C/ZM . Observemos que si
M es, por ejemplo S1, no todas las secciones de C∞M,C∗ se obtienen a partir de
secciones de C∞M,C.
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Definición 3.6. Sea X un espacio topológico y sea F, un haz de grupos abelianos.
Una resolución de F es un complejo (Fn, dn)n≥0 con un morfismo de haces j : F→
F0 tal que

0→ F→ F0 → F1 → . . .

es un complejo exacto.

Ejemplo 3.7. Es posible definir de forma recurrente una resolución de cualquier
haz F de grupos abelianos. Para ellos definimos pares de subhaz/haz Fj y Setj(F)

commo sigue:

F0 := F y Set0(F) := Set(F).
Si j > 0, definimos Fj := Setj−1(F)/Fj−1 y Setj(F) := Set(Fj).

Tenemos una aplicación natural d obtenida como la composición

Setj−1(F)→ Fj → Setj(F),

donde la primera flecha es el cociente y la segunda es la inclusión. Tenemos suce-
siones exactas cortas

0→ Fj → Setj(F)→ Fj+1 → 0,

que dan lugar a una resolución (Setj(F), d)j≥0, llamada resolución canónica de F.

Lema de Poincaré 3.1. (Ek(M), d)k≥0 es una resolución de RM .

Demostración. Como el resultado es local en el entorno de un punto basta que lo
demostremos para el origen en Rn. Somos conscientemente poco cuidadosos con
la distinción entre gérmenes y representantes en entornos pequeños (y estrellados)
del origen. Vamos a definir un morfismo de haces

αk : Ek(Rn)0 → Ek−1(Rn)0

Como va a ser R-lineal, lo definiremos sobre gérmenes de formas

ω(x1,...,xn) := f(x1, . . . , xn)dxi1 ∧ · · · ∧ dxik .

Entonces,

αk(ω) :=

(∫ 1

0

tk−1f(tx1, . . . , txn)dt

)( k∑
j=1

(−1)j−1xijdxi1 ∧ · · · ∧ d̂xij ∧ · · · ∧ dxik

)

Esta aplicación se puede entender como sigue; consideremos ρ : Rn × [0, 1] → Rn

dada por ρ(x, t) := tx. Dada una k-forma ω sobre Rn, consideramos la k-forma
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ρ∗(ω) sobre Rn × [0, 1]. Cualquier k-forma η sobre Rn × [0, 1] se puede escribir de
forma única como

η =
∑

1≤j1<...<jk≤n

fj1,...,jk(x1, . . . , xn, t)dxj1 ∧ · · · ∧ dxjk+

+
∑

1≤j1<...<jk−1≤n

gj1,...,jk−1
(x1, . . . , xn, t)dt ∧ dxj1 ∧ · · · ∧ dxjk−1

Consideremos la forma obtenida al prescindir de los primeros sumandos e integrar
los segundos a lo largo de t:

β(η) :=
∑

1≤j1<...<jk−1≤n

(∫ 1

0

gj1,...,jk−1
(x1, . . . , xn, t)dt

)
dxj1 ∧ · · · ∧ dxjk−1

Hemos definido una aplicación β que envía una k-forma definida en un entorno
abierto de {0} × [0, 1] en Rn × [0, 1] a una (k − 1)-forma definida en un entorno
abierto de 0 en Rn.

Definimos también

γ(η) :=
∑

1≤j1<...<jk≤n

(fj1,...,jk(x1, . . . , xn, 1)− fj1,...,jk(x1, . . . , xn, 0))dxj1 ∧ · · · ∧ dxjk .

Es fácil ver que dβ(η) + β(dη) = γ(η).
Volvemos a nuestra forma ω. Es fácil ver que

ρ∗(ω) =tkf(tx1, . . . , txn)dxi1 ∧ · · · ∧ dxik+

+
k∑
j=1

(−1)j−1tk−1xijf(tx1, . . . , txn)dt ∧ dxi1 ∧ · · · ∧ d̂xij ∧ · · · ∧ dxik .

Extendiendo por linealidad, tenemos que para cualquier k-forma ω:

αk(ω) = β(ρ∗(ω)), γ(ρ∗(ω)) = ω.

Como ρ∗ conmuta con la diferencial, deducimos que d(αk(ω))+αk+1(dω) = ω. Así,
si ω es cerrada (es decir, dω = 0) entonces es exacta (es decir, ω es la diferencial
de una k − 1-forma). �

Observación 3.8. Del complejo de haces anterior nace la cohomología de de Rham.
En efecto, tomemos en cada haz el espacio vectorial de las secciones globales.
Obtenemos así un complejo de espacios vectoriales cuya cohomología es la de de
Rham.
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4. Variedades analíticas complejas

En esta sección vamos a dar una estructura similar en su definición a la de
variedades diferenciales. Previamente daremos las definiciones y propiedades ne-
cesarias.

Definición 4.1. Sea U ⊂ Cn un abierto y sea f : U → C una función con valores
complejos. Diremos que f es holomorfa en U si ∀z ∈ U existe una forma lineal
dfz : Cn → C tal que ∀v ∈ Cn existe

ĺım
h→0

f(z + hv)− f(z)

h
,

y es igual a dfz(v). Una aplicación g : U → Cm es holomorfa si lo son sus compo-
nentes. En tal caso, denotaremos dg(z), z ∈ U , a la aplicación lineal Cn → Cm de

matriz
(
∂gi
∂zj

)j=1,...,n

i=1,...,m
.

Observaciones 4.2. Como en el caso de una variable, las funciones holomorfas son
C∞ y analíticas. Muchos de los resultados se extienden. Por ejemplo, si denotamos
zj = xj+iyj y f = u+iv, entonces, identificando f como una aplicación R2n → R2,
la holomorfía es equivalente a la diferenciabilidad y a las ecuaciones de Cauchy-
Riemann:

∂u

∂xj
=

∂v

∂yj
,

∂u

∂yj
= − ∂v

∂xj
.

Las funciones holomorfas también poseen:

Principio de Prolongación analítica Si U es conexo y f, g : U → C
holomorfas coinciden en un abierto V , ∅ 6= V ⊂ U , entonces, f = g.
Principio del Máximo Si U es conexo, f : U → C holomorfa y existe
p ∈ U tal que |f | posee un máximo local en p, entonces f es constante.

De la misma forma hay una fórmula de Cauchy. Observemos también que el
principio de prolongación analítica impide recursos como las particiones de la
unidad.

Observamos también que df es una aplicación C-lineal.

4.3. Un poco de álgebra lineal. Sean F1, F2 dos C-espacios vectoriales de
dimensiones n y m, respectivamente. Fijemos bases, v1, . . . , vn y w1, . . . , wm. Si
nos fijamos en ellos como R-espacios vectoriales, tenemos bases v1, iv1, . . . , vn, ivn
y w1, iw1, . . . , wm, iwm. Sea h : F1 → F2 una aplicación R-lineal. Sea A ∈M(2m×
2n;R) la matriz de h en estas bases, que denotaremos:

A := (Ajk)
k=1,...,n
j=1,...,m , con Ajk :=

(
ajk cjk
bjk djk

)
∈M(2,R).
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Es fácil ver que h es C-lineal si y solo si ∀j = 1, . . . ,m y ∀k = 1, . . . , n se tiene
ajk = djk, bjk = −cjk.

Gracias a esto, las ecuaciones de Cauchy-Riemann tienen esta interpretación.

Proposición 4.4. Sea g : U → Cm una aplicación de clase C(1), con U ⊂ Cn,
abierto. Sea dgR la diferencial de g vista como aplicación de un abierto de R2n

en R2m y consideremos la matriz jacobiana de esta aplicación con respecto a las
coordenadas obtenidas al tomar parte real y parte imaginaria. Entonces, g es ho-
lomorfa si y solo si dgR es C-lineal y en tal caso coincide con dg.

Una consecuencia de esta proposición es la existencia de teoremas holomorfos
de la función implícita en inversa.

Definición 4.5. Una variedad analítica compleja de dimensión n es un espa-
cio Hausdorff y segundo numerable M , junto con un atlas completo de cartas
holomórficamente compatibles. Es decir tenemos una familia maximal {xα, Uα}α
tal que xα : uα → Vα ⊂ M es un homeomorfismo sobre la imagen, con Vα ⊂ M

abierto y Uα ∈ Cn abierto, y dadas dos cartas con índices α, β, se tiene que:

ψβα := x−1
β ◦xα : x−1

α (Vα ∩ Vβ)→ x−1
β (Vα ∩ Vβ)

es una aplicación biholomorfa.

Observación 4.6. Se pueden hacer ahora las construcciones similares a las varieda-
des diferenciales. Podemos construir funciones holomorfas, aplicaciones holomorfas
entre variedades, fibrados vectoriales holomorfos, etc. Por otra parte tenemos que
una variedad analítica de dimensión n admite de forma natural una estructura de
variedad diferenciable de dimensión 2n.

4.7. Fibrado tangente holomorfo. Como en el caso real, podemos definir el
espacio tangente holomorfo TpM en p como el espacio de las C-derivaciones de los
gérmenes de funciones holomorfas cerca de p. Si xα : Uα → Vα es una carta, p ∈ Vα,
tenemos una base de este espacio en { ∂

∂zαj |p
}nj=1. Recordemos que si tenemos otra

carta de índice β, con p ∈ Vβ, se tiene el siguiente cambio de base:(
∂

∂zα1 |p
. . .

∂

∂zαn |p

)
=

(
∂

∂zβ1 |p
. . .

∂

∂zβn |p

)(
∂ψβα
∂zα

)
|x−1
α (p)

.

A partir de ahora vamos a estudiar el espacio tangente de la variedad dife-
renciable subyacente. Sea p ∈ M . Consideramos TpM como la espacio de las R-
derivaciones con valores reales del espacio de gérmenes de funciones diferenciables
en un entorno de p. Dada una carta xα consideremos las coordenadas zα1 , . . . , zαn .
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Como son coordenadas complejas las podemos escribir como zαj := xαj + iyαj . De
esta forma obtenemos una base de TpM dada por

∂

∂xα1 |p
,
∂

∂yα1 |p
, . . . ,

∂

∂xαn |p
,
∂

∂yαn |p
.

4.8. Otra gota de álgebra lineal. Recordemos que un espacio vectorial complejo
es un espacio vectorial real con un endomorfismo cuyo polinomio mínimo es t2 +1.
Sea F un R-espacio vectorial de dimensión 2n con dos estructuras complejas J1, J2

(es decir, dos automorfismos de F tales que J2
j = −1F ).

Sea v1, . . . , vn una base del C-espacio vectorial (F, J1). Consideremos también
w1, . . . , wn base del C-espacio vectorial (F, J2). Así, v1, J1(v1), . . . , vn, J1(vn) por
una parte y w1, J2(w1), . . . , wn, J2(wn) por otra, son bases de F . SeaA ∈ GL(2n;R)

la matriz de cambio de base descompuesta en 2-cajas como en 4.3. Se tiene que
J1 = J2 si y solo si se da la condición en las 2-cajas de 4.3.

Consideremos ahora en TpM la base asociada a una carta xβ. Como el cambio
de cartas es holomorfo, al considerar la matriz jacobiana real, las 2-cajas de la
descomposición verifican las ecuaciones de Cauchy-Riemann. Es decir, si definimos
Jα : TpM → TpM con

Jα(
∂

∂xαj |p
) =

∂

∂yαj |p
, Jα(

∂

∂yαj |p
) = − ∂

∂xαj |p
, j = 1, . . . , n,

y definimos Jβ análogamente, entonces por 4.8 Jα = Jβ = J . Es decir, tenemos
una estructura natural de C-espacio vectorial en TpM .

4.9. Más álgebra lineal. Sea F un R-espacio vectorial. El complexificado de
F es FC := F ⊗R C, visto como C-espacio vectorial por la acción en el segundo
factor. En el caso de F ∗ = HomR(F,R), hay una identificación natural de (F ∗)C

con HomR(F,C). Es claro que si H ⊂ F es un subespacio real, entonces HC es
un subespacio complejo de FC. Por otra parte podemos identificar F como un
subespacio real de FC mediante v 7→ v ⊗ 1, ∀v ∈ F . Terminamos este inciso con
otra identificación natural: el espacio HomR(F,C) se identifica de forma natural
con HomC(FC,C): es decir el complexificado (F ∗)C del dual real de F es el dual
complejo del complexificado FC de F .

Consideramos ahora TpMC, espacio vectorial tangente complexificado. Podemos
identificar por 4.9 este espacio con el espacio de R-derivaciones con valores com-
plejos del espacio de gérmenes de funciones diferenciables en un entorno de p. El
complexificado de C∞(M)p se identifica con C∞(M ;C)p, espacio de gérmenes en p
de funciones diferenciables con valores en C. Por tanto TpMC se puede considerar
como el espacio de C-derivaciones de C∞(M ;C)p en C.
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4.10. Todavía álgebra lineal. Sea F un C-espacio vectorial complejo de di-
mensión n; fijemos una base v1, . . . , vn. Recordemos que F lo podemos ver como
un R-espacio vectorial de dimensión 2n con un automorfismo J : F → F tal que
J2 = −1F , definido por la multiplicación por i. Una base de F como R-espacio
vectorial es v1, J(v1), . . . , vn, J(vn).

Consideremos ahora FC. El automorfismo J induce ahora un automorfismo JC :

FC → JC con el mismo polinomio mínimo t2 +1. Por tanto podemos descomponer
FC = F+ ⊕ F−, donde F+, resp. F−, es el subespacio propio de JC para el valor
propio +i, resp. −i.

Denotemos

v+
j :=

vj − iJ(vj)

2
, v−j :=

vj + iJ(vj)

2
, j = 1, . . . , n.

Se tiene:

JC(v+
j ) =

J(vj)− iJ2(vj)

2
=
J(vj) + i(vj)

2
= iv+

j .

De la misma forma, vemos que JC(v−j ) = −iv−j . Deducimos que (v+
1 , . . . , v

+
n ), resp.

(v−1 , . . . , v
−
n ), forma una base del C-espacio vectorial F+, resp. F−. Es más, si de-

notamos π+, resp. π−, la composición de la inclusión de F en FC con la proyección
de F sobre F+, resp. F−, se tiene que π+, resp. π−, es un automorfismo, resp. an-
tiautomorfismo, de C-espacios vectoriales. Estas afirmaciones son consecuencia de
las igualdades:

π+(vj) = v+
j , π−(vj) = v−j , j = 1, . . . , n.

Volvamos al caso del espacio tangente a una variedad analítica M en un punto
p. Dada una carta de índice α hemos construido una base de TpM dada por

∂

∂xα1 |p
,
∂

∂yα1 |p
, . . . ,

∂

∂xαn |p
,
∂

∂yαn |p
,

y con una estructura compleja J tal que

J(
∂

∂xαj |p
) =

∂

∂yαj |p
, J(

∂

∂yαj |p
) = − ∂

∂xαj |p
, j = 1, . . . , n.

La base anterior también es base de TpMC. Consideremos los subespacios TpM+

y TpM−. Denotemos los elementos anteriores de forma especial:

∂

∂zαj |p
:=

1

2

(
∂

∂xαj |p
− i ∂

∂yαj |p

)
,

∂

∂z̄αj |p
=

1

2

(
∂

∂xαj |p
+ i

∂

∂yαj |p

)
, j = 1, . . . , n.

Hay una ambigüedad en la notación que vamos a resolver inmediatamente. Recor-
demos que TpMC es el espacio vectorial de las C-derivaciones de los gérmenes de
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funciones diferenciables definidas en entornos de p y con valores en C. Si f es una
función holomorfa definida en un entorno de p, entonces, se tiene:

Las dos definiciones de ∂
∂zαj |p

actúan igual.
∂
∂z̄αj |p

(f) = 0.

Es más, una función f : Vα → C es holomorfa si y solo si se dan las igualdades
anteriores en todos los puntos de Vα. De esta forma podemos identificar TpM+

con TpM , y TpM− con el espacio de C-derivaciones de funciones antiholomorfas
definidas en un entorno de p, que denotaremos T pM .

4.11. Fin del álgebra lineal. Sea de nuevo F un C-espacio vectorial de dimensión
n y estructura compleja J , con base v1, . . . , vn. Vamos a estudiar los diferentes
espacios duales asociados a F .

Consideremos HomC(F,C) (el dual complejo) y HomR(F,R) (el dual real). El
primero es un espacio vectorial complejo de dimensión n; denotemos µ1, . . . , µn la
base dual de v1, . . . , vn. El segundo es un espacio vectorial real de dimensión 2n;
denotemos ϕ1, ψ1, . . . , ϕn, ψn la base dual de v1, J(v1), . . . , vn, J(vn).

Tenemos una inclusión natural HomC(F,C) ⊂ HomR(F,C). De hecho, tenemos
HomR(F,C) = HomC(F,C)⊕HomC(F̄ ,C), donde HomC(F̄ ,C) es el espacio de las
formas antilineales de F ; una base compleja de este último espacio es µ̄1, . . . , µ̄n,
donde µ̄j(v) := µj(v), ∀v ∈ F , ∀j = 1, . . . , n. Recordemos que hay una iden-
tificación natural HomR(F,C) ≡ HomC(FC,C), por lo que podemos considerar
µ1, µ̄1, . . . , µn, µ̄n como formas C-lineales de FC.

Es fácil comprobar lo siguiente:

µ1, µ̄1, . . . , µn, µ̄n es la base dual de v+
1 , v

−
1 , . . . , v

+
n , v

−
n .

Como consecuencia, podemos identificar HomC(F,C) con el dual complejo
de F+ y HomC(F̄ ,C) con el dual complejo de F−.

Por otra parte el complexificado de HomR(F,R) se identifica de manera natu-
ral con HomR(F,C). De esta forma, ϕ1, ψ1, . . . , ϕn, ψn es también base compleja
de este espacio. Como hemos dicho en 4.9, este espacio se identifica de nuevo
con HomC(FC,C). Como antes, ϕ1, ψ1, . . . , ϕn, ψn es la base dual compleja de
v1, J(v1), . . . , vn, J(vn). Es inmediato obtener que:

µj = ϕj + iψj, µ̄j = ϕj − iψj, j = 1, . . . , n.

Aplicando este resultado a nuestro caso, tenemos dos bases en el dual complejo
(TpM

C)∗ de TpMC. Denotaremos estas bases:

dxα1 , dy
α
1 , . . . , dx

α
n, dy

α
n y dzα1 , dz̄

α
1 , . . . , dz

α
n , dz̄

α
n ;
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omitimos los subíndices que indican que estamos en p. Como hemos visto, los
espacios engendrados por (dzαj )nj=1 y por (dz̄αj )nj=1, no dependen de la carta elegida
y se denotan habitualmente por T ∗pM (1,0) y T ∗pM (0,1).

Sea f : Vα → C una función diferenciable. Observemos que dfp : TpM → C
es una aplicación R-lineal que determina y es determinada por una aplicación C-
lineal TpMC → C que también denotaremos dfp. Utilizando la primera expresión
y la primera base, tenemos:

dfp =
n∑
j=1

∂

∂xαj |p
(f)dxαj +

n∑
j=1

∂

∂yαj |p
(f)dyαj .

Utilizando la otra base, tenemos:

dfp =
n∑
j=1

∂

∂zαj |p
(f)dzαj +

n∑
j=1

∂

∂z̄αj |p
(f)dz̄αj .

En particular, f es holomorfa si y solo si ∀p ∈ Vα, dfp ∈ T ∗pM (1,0); esta condición
se puede enunciar sin necesidad de cartas.

4.12. Resumen Dada una variedad analítica M de dimensión n podemos definir
TM el fibrado tangente holomorfo (es un fibrado complejo de rango n).

Además del fibrado tangente (real) TM , podemos definir su complexificado
TMC, que es un fibrado diferenciable complejo de rango 2n. El dual complejo
de este, denotado T ∗MC admite una descomposición natural en suma directa en
dos subbfibrados complejos T ∗M (1,0) ⊕ T ∗M (0,1). Observemos que si en el dual de
TM nos olvidadmos de la estructura analítica y solo consideramos la estructura
diferenciable, T ∗M es isomorfo a T ∗M (1,0).

Como en el caso real, se puede definir el fibrado de las r-formas alternadas C-
multlineales, tanto a partir de TM como de T ∗MC. En el caso holomorfo a las
secciones se les llama formas holomorfas y se les denota Ωr

M ; en el caso de r = 0

tenemos el haz de funciones holomorfas denotado habitualmente OM . Al haz de las
secciones asociado se le denota Er(M,C). Tanto el fibrado anterior como las secciones
admiten una descomposición en suma directa que en el caso de haces se expresa:

Er(M,C) = ⊕p+q=rE (p,q)
M .

A los elementos del prehaz de E (p,q)
M se les llama formas de tipo (p, q). En coorde-

nadas (omitiendo los subíndices α), tenemos:

Una r-forma holomorfa ω sobre Vα se escribe:∑
1≤j1<...<jr≤n

fj1,...,jrdzj1 ∧ . . . dzjr , fj1,...,jr holomorfas;
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Una forma ω de tipo (p, q) sobre Vα se escribe:∑
1≤j1<...<jp≤n
1≤k1<...<kq≤n

f
k1,...,kq
j1,...,jp

dzj1 ∧ . . . dzjp ∧ dz̄k1 ∧ · · · ∧ dz̄kq , f
k1,...,kq
j1,...,jp

diferenciables.

Como en el caso local, si f : M → N es una aplicación diferenciable entre
variedades analíticas, dado W ⊂ N abierto y ω ∈ ErN,C(W ), tenemos definida
f ∗ω ∈ ErM,C(f−1(W ). Si además f es holomorfa, entonces respeta formas holomor-
fas y formas de tipo (p, q).

De la misma forma que se hace en el caso real, podemos definir una diferencial
vista ahora como morfismo de haces o prehaces.

Teorema 4.13. Existe una única manera de definir para cada variedad analítica
M un morfismo de haces d : ErM,C → Er+1

M,C de forma que

(1) d2 = 0.
(2) Para toda aplicación diferenciable f : M → N se cumple f ∗ ◦ d = d ◦ f ∗.
(3) Si f : M → C es una aplicación diferenciable, d(f) = df .
(4) Si ω1 ∈ ErM,C y ω2 ∈ EsM,C, entonces d(ω1 ∧ ω2) = dω1 ∧ ω2 + (−1)rω1 ∧ dω2.

Como en el caso real, si tomamos cartas locales una forma

ω = fdzj1 ∧ . . . dzjp ∧ dz̄k1 ∧ · · · ∧ dz̄kq ,

se tiene:
dω =df ∧ dzj1 ∧ . . . dzjp ∧ dz̄k1 ∧ · · · ∧ dz̄kq =

=

(∑
j=1n

∂

∂zj
f dzj +

∑
j=1n

∂

∂z̄j
f dz̄j

)
∧ dzj1 ∧ . . . dzjp ∧ dz̄k1 ∧ · · · ∧ dz̄kq .

Este teorema se puede especializar en nuestro caso:

Teorema 4.14. Existen para cada variedad analítica M dos morfismo de haces
∂ : E (p,q)

M,C → E
(p+1,q)
M,C y ∂̄ : E (p,q)

M,C → E
(p,q+1)
M,C de forma que

(1) d = ∂ + ∂̄, por lo que ∂2 = 0, ∂̄2 = 0 y ∂◦∂̄ + ∂̄◦∂ = 0.
(2) Para toda aplicación holomorfa f : M → N f ∗ conmuta con ∂ y con ∂̄.
(3) f : M → C es una aplicación holomorfa (resp. antiholomorfa) si y solo si

∂̄(f) = 0, resp. ∂(f) = 0.
(4) Una forma ω de tipo (p, 0) es holomorfa si y solo si ∂̄ω = 0.

Observemos que podemos construir en este caso dos familias de complejos de
haces. Dado p ≥ 0, tenemos con ∂̄:

0→ Ωp
M → E

(p,0)
M → · · · → E (p,q)

M → . . .



NOTAS DE COHOMOLOGÍA DE HACES 17

Y también, dado q ≥ 0 con ∂,

0→ E (0,q)
M → E (1,q)

M → · · · → E (p,q)
M → . . . ,

el llamado ∂̄-lema de Poincaré dice que (E (p,q)
M , ∂̄)q≥0 es una resolución de Ωp

M .

Definición 4.15. Un bicomplejo (C, d′, d′′) de grupos abelianos es un grupo abelia-
no bigraduado

C :=
⊕

(p,q)∈Z2

Cp,q

junto con dos endomorfismos bigraduados d′, d′′ de C, de grados (1, 0), (0, 1), res-
pectivamente, tales que (d′)2 = (d′′)2 = d′d′′ + d′′d′ = 0. Dado un bicomplejo, le
asociamos el complejo total (Tot(C), d), donde

Tot(C) =
⊕
n∈Z

Tn, Tn :=
⊕
p+q=n

Cp,q, n ∈ Z,

y d := d′ + d′′.

Así, E := (E (p,q)
M , ∂, ∂̄)p,q∈Z es un haz de bicomplejos graduados cuyo haz total

Tot(E) es (ErM,C, d)r≥0.

5. Definiciones de cohomología

Sea X un espacio topológico y F un haz de grupos abelianos sobre X. Conside-
remos una resolución R := (Rj, d)j≥0 de F. Es decir,

0→ F ↪→ R0 → R1 → R2 → . . . ,

es una sucesión exacta de módulos. Olvidémonos de F y apliquemos a esta reso-
lución el funtor secciones globales . Obtenemos un complejo de grupos abelianos:

0→ R0(X)→ R1(X)→ R2(X)→ . . .

Consideremos la cohomología H∗(R(X)) de este complejo. Observemos que el
grupo abeliano H0(R(X)) es naturalmente isomorfo a F(X) (el funtor secciones
globales es exacto a izquierda).

Siguiendo el procedimiento habitual en álgebra homológica podríamos definir
tipos especiales de haces que hagan el papel de los módulos proyectivos o inyec-
tivos, es decir de forma que podamos hacer resoluciones de ese tipo de haces y
que al calcular la cohomología después de tomar secciones globales, el resultado
no dependa de la resolución particular; además, que el proceso se haga de modo
funtorial. Sin embargo, el procedimiento será distinto. Definiremos la cohomología
a partir de una resolución particular; esto nos permitirá encontrar un invariante
bien definido, funtorial y con las propiedades habituales del álgebra homológica.
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A partir de la definición que daremos será prácticamente imposible calcular de
forma efectiva la cohomología de un haz, pero una vez bien definido el invariante
buscaremos criterios efectivos para calcularlo.

Definición 5.1. Llamaremos j-ésimo grupo de cohomología de X con valores
en F, y lo denotaremos Hj(X;F) al j-ésimo grupo de cohomología del complejo
(Setj(F), d)j≥0 obtenido al tomar secciones globales de la resolución canónica de F.

Es fácil comprobar que si tenemos dos haces F y F′ y un morfismo de haces
ϕ : F → F′, es posible extenderlo a un morfismo de complejos ϕ∗ : Set∗(F) →
Set∗(F′), lo que nos permite asociar funtorialmente un morfismo ϕ∗ : H∗(X;F)→
H∗(X;F′).

De la misma forma, si tenemos una sucesión exacta corta de haces 0 → F′ →
F→ F′′ → 0, obtendremos una sucesión exacta larga que será funtorial.

Además, H0(X;F) es naturalmente isomorfo a F(X).

6. Cohomología de Čech

Sea X un espacio topológico y F un haz de grupos abelianos. Vamos a definir
otra cohomología Ȟ∗(X;F) que llamaremos cohomología de Čech.

Sea U un recubrimiento abierto de X. Por comodidad, supondremos que U está
parametrizado por un conjunto de índices I; es decir U = {Ui| i ∈ I}. Dados
i0, i1, . . . , iq ∈ I, denotaremos

U(i0,i1,...,iq) :=

q⋂
k=0

Uik .

Llamaremos grupo de q-cocadenas de U con valores en F a

Cq(U;F) :=
∏

(i0,...,iq)∈Iq+1

F(Ui0,i1,...,iq).

Hay una aplicación natural

d : Cq(U;F)→ Cq+1(U;F),

donde si (uJ)J∈Iq+1 , el elemento (vK)K∈Iq+2 = d((uJ)J∈Iq+1) viene determinado por

vK :=

q+1∑
j=0

(−1)jrUK ,UKj (uKj)

si K = (i0, i1, . . . , iq+1) y Kj = (i0, i1, . . . , îj, . . . , iq+1), j = 0, 1, . . . , q + 1.
Es inmediato comprobar que d2 = 0, por lo que tenemos un complejo de grupos

abelianos (Cq(U;F), d).
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Definición 6.1. La cohomología del complejo anterior se llama cohomología de
Čech de F con respecto al recubrimiento abierto U y se denota Ȟq(U;F); los ele-
mentos que están en el núcleo de la diferencial se llaman cociclos, y los que están
en la imagen se llaman cobordes.

Ejemplo 6.2. Veamos cómo es Ȟ0(U;F). En este caso no hay cobordes, luego
basta estudiar los cociclos. Sea u := (ui)i∈I ∈ C0(U;F). Se tiene que, dados i, j ∈ I
la componente (i, j) de d(u) es (con abuso de notación) uj − ui en Ui ∩ Uj.

Deducimos que u es cociclo si y solo si existe (un único) f ∈ F(X) tal que
rU,X(f) = fi. Es decir Ȟ0(U;F) se identifica de forma natural con F(X).
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