NOTAS DE COHOMOLOGIA DE HACES
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Version 0.3

RESUMEN. El objetivo de estas notas es tratar de ordenar las ideas a tratar
en el curso de doctorado, complementando los libros de Grauert-Remmert [2] y
Godement [I].

1. DEFINICION DE HACES

Comenzamos esta seccion de forma poco habitual en la teoria de haces.

Definicién 1.1. Sea X un espacio topologico. Un haz sobre X es un par (§,7),
donde § es un espacio topolégico y 7 : § — X es un homeomorfismo local. Dado
r € X, llamaremos a §, := 7 '(x) la fibra sobre z. Si no hay ambigiiedad identifi-
caremos el haz con §. Un homomorfismo ¢ de haces entre (§1,m1) v (F2, m2) es una
aplicacion ¢ : §1 — §2 tal que m; = a0 (observemos que es un homeomorfismo
local); un subhaz §; es un subespacio de § tal que 7z, es un haz y la inclusion es
un homomorfismo de haces (es necesario y suficiente que §; sea abierto de §).

Tal cual esté definido se dice que se trata de un haz de conjuntos.

Definicion 1.2. Sea § un haz sobre X y sea Y C X. Una seccion sobre Y es
una aplicacion continua s : Y — § tal que Yy € Y, 7(s(y)) = y. Si Y es abierto,

también lo es s(Y) y s es un homeomorfismo sobre la imagen.

Ejemplos 1.3. Primero veremos ejemplos inesenciales y més adelante entraremos
en el verdadero objeto de estudio.

1. Cualquier cubierta o la inclusiéon de un abierto.

2. Sea X un espacio topologico y A un espacio topoldgico discreto: X x A es
un haz sobre X llamado haz trivial de fibra A. Siun haz es isomorfo a X x A
se dice trivializable y el isomorfismo es una trivializacion.

3. Sean S? la esfera de dimension 2 y 7 : S — S? la aplicacién antipodal;
recordemos que S?/7 = RP?. Consideremos el haz S? xR (R con la topologia
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discreta). Sea 7 : S? x R — S? x R, dada por 7(x,t) := (7(x), —t). Es facil
ver que (S x R)/7 es un haz no trivializable de RP? y de fibra R.

4. Sean (§;,m;), i = 1,2, dos haces. El producto fibrado de ambos es § :=
{(u,v) € F1 xFa | m1(u) = m2(v)}. Por definicion es posible definir 7 : § —
X, que es claramente continua. Es facil ver que 7 es un homeomorfismo

local por lo que § es un haz; dado z € X, §, = (F1)z X (F2).. Denotaremos
§ =381 Xx &2

Lo realmente interesante es cuando las fibras tienen una estructura suplemen-

taria.

Definiciéon 1.4. Sea § un haz sobre X.

1. Un magma es un conjunto A con una operaciéon binaria u : A x A — A
que denotaremos a - b, Va,b € A. Diremos que § es un haz de magmas si
Vx € X, §, es un magma y la aplicacion § x x § — § dada por (u,v) — u-v
es continua.

2. Un semigrupo A es un magma con operacion asociativa. Diremos que § es
un haz de semigrupos si lo es de magmas y Vx € X, §, es un semigrupo.

3. Un monoide A es un semigrupo con identidad. Diremos que § es un haz de
monotdes si lo es de semigrupos, Vo € X, §, es un monoide de identidad e,
y la aplicacion e : X — §, e(z) := e, es una seccion.

4. Diremos que § es un haz de grupos si Vo € X, §, es un grupo y la aplicacion
§ xx § — § dada por (u,v) — u-v~! es continua. Observemos que:

(a) Como cada fibra es un grupo es no vacia. Asi dado z € X podemos
encontrar V' C X entorno abierto de x y s : V' — § seccion local de §.
Por tanto la composicion

Vo8 xx§ =3,

dada por y — (y,y) — y -y~

= ¢y, es continua. Por tanto la aplicacion
e: X = 3, e(x) := e, es una seccion.

(b) Asi la composicion § — § Xx § — §, dada por

U= (eru), u) — ut
es continua.
(c¢) Y también lo es la composicion § Xxx § — § Xx § = § Xx § dada por
(u,v) = (u,v™1) = u - v.
5. De la misma forma se definen haces de anillos, cuerpos, espacios vectoriales,
algebras,. . .
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6. Sea A un haz de anillos sobre X. Diremos que § es un A-mo6dulo si es un
haz de grupos abelianos tal que Vax € X §, es un A,-mo6dulo y la aplicacion
A xx § — §, dada por (a,u) — a - u, es continua. Si A es el haz trivial de
base un anillo A, también diremos que § es un haz de A-moddulos.

2. PREHACES Y HACES CANONICOS
Sea X un espacio topoldgico.

Definicion 2.1. Un prehaz § sobre X consiste en asignar a cada abierto U C X
un conjunto F(U) y a cada par de abiertos U,V C X tal que U C V una aplicacion
roy : §(V) — F(U) (lamada restriccion) de forma que si tenemos tres abiertos
UcCV CW,secumple ryw = ryyoeryw. Diremos que § es un prehaz con una
estructura suplementaria si todos los conjuntos §(U) la poseen y las restricciones
son morfismos para ellas. Se definen de forma natural los homomorfismos de haces.

Si § es un prehaz de grupos abelianos, supondremos siempre que §() = {0}.

Ejemplo 2.2. Sea § un haz sobre X. El prehaz asociado a § consiste en asociar
a cada abierto U de X el conjunto §(U) de las secciones s : U — X; dados U C 'V
abiertos, ryy es la restricciéon de aplicaciones. Si el haz tiene alguna estructura
suplementaria, también la tendré el prehaz. Un homomorfismo de haces da lugar

de manera funtorial a un homomorfismo de haces asociados.

Ejemplo 2.3. Dado U abierto de X, definimos Cxr(U) como el conjunto de
funciones continuas U — R. Con las restricciones habituales tenemos un prehaz.
Se trata de un prehaz de R-algebras con unidad.

Definiciéon 2.4. Dado x € X y § prehaz de X, llamaremos conjunto de gérmenes

de § en x a:
5. = ll'r%S(U),

donde U recorre los abiertos de X. Es decir, si V, es el conjunto de entornos

Uevy

donde si f € F(U), g € F(V), U,V € V,, se tiene que
f ~ g <= AW e Vx tq WcUnV y TW,U(f) = TW,V(g)‘

abiertos de x

A las clases de equivalencia se les llama gérmenes en x; si f € F(U), con U € V,
se denotara f, el germen de f en . Dado U € V, denotaremos 7, : §(U) = §a
la aplicacion dada por r, y(f) := f.. Es facil ver que si z € U C V se tiene

Te,v = Te,uoTUV-
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Observacion 2.5. Si § tiene estructura suplementaria y en dicha categoria hay
limites inductivos, entonces §, también posee la estructura suplementaria y las

aplicaciones 7,y son morfismos.

Ejemplo 2.6. Para el prehaz del retomamos la definicion habitual
de germen de una aplicacion.

Sea ahora § un prehaz sobre X. Definimos § = erX Se, ym:§ — X
la aplicaciéon natural. Vamos a definir una topologia sobre §. Para ello, dado U

abierto y f € §(U), denotamos B(f) := {f, | 2 € U} C §. Sea
B:={B(f)| f€FU),U abierto de X}.

Es un ejercicio sencillo comprobar que B es base de una topologia de 5 que

fijaremos a partir de ahora.
Lema-Definicién 2.7. @ es un haz llamado el haz candénico asociado a §.

Demostracion. En primer lugar podemos ver que si U es un abierto de X y f €
§(U), entonces la aplicacion f:U =3, f(as) .= f,, es continua.

Ademas es claro que 7 es continua, y se demuestra entonces que 7w es un homeo-
morfismo local. O

Observacion 2.8. Si § es un haz, entonces § es naturalmente isomorfo a su haz

canonico.

Observacion 2.9. Dado un prehaz § hay un homomorfismo de prehaces de § al
prehaz asociado a § tal que f — fsi f € F(U) y U es abierto en X.

Definiciéon 2.10. Un prehaz § se dice candnico si YU C X abierto, para todo
recubrimiento abierto {U, }aca de U y para toda familia {s, }aca, con s, € §(U,),
se tiene que 7y, nu,,U. (Sa) = TU.nUsU,(85) Y, B € A, siy solo si dls € F(U) tal
que ry, () = sq4, Ya € A.

Proposicion 2.11. El prehaz asociado a un haz es canonico. Es mds, un prehaz
es canonico st y solo si es naturalmente isomorfo al prehaz asociado a su haz

canonico.

Observacion 2.12. Identificaremos los haces y sus prehaces asociados. De la misma
forma identificaremos los prehaces canénicos con los haces asociados (y comete-
remos en ocasiones el abuso de notacion de llamarlos haces). Esto nos permitira

crear nuevos ejemplos de haces a partir de prehaces (sean canoénicos o no).
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Ejemplo 2.13. Generalizando el consideramos haces de funciones
diferenciables de variedades diferenciables de dimensién n. Son también haces de
R-algebras con unidad. Como en el calculo de los gérmenes lo que importa es la es-
tructura local, la fibra en un punto es isomorfa al dlgebra de gérmenes de funciones
diferenciables de R™ en el origen. Este tipo de estructuras las generalizaremos.

Ejemplo 2.14. Dado X espacio topologico, podemos considerar el prehaz de las
funciones continuas acotadas con valores en R. Observemos que el haz canénico
asociado a él coincide con el haz de gérmenes de funciones continuas; en particular,

no es un prehaz canoénico.

Ejemplo 2.15. Sea § un haz sobre X. Llamaremos Set(§) al prehaz de las sec-
ciones conjuntistas de w. Como es claramente candnico lo identificaremos con su

haz candnico. Hay una inclusion natural de § en Set(g).

2.16. Cambio de base. Sea ¢ : Y — X una aplicacion continua. Observemos
que si m: § — X es un haz sobre X, entonces, el pull-back

O (§) ={(y,u) €Y xF| o(y) =m(u)}

es un haz (con la restriccion de la primera proyeccion) sobre Y, llamado imagen
wmversa de § por ¢. Un caso particularmente importante es el de la inclusion de
abiertos u C X. En este caso la imagen inversa no es otra cosa que §y := 7 1(U).
Por ejemplo, diremos que un haz es localmente trivial de fibra A si admite un
recubrimiento abierto tal que la restriccion del haz a cada abierto del recubrimiento
es isomorfa al haz trivial sobre cada abierto de fibra A; por supuesto si X es conexo
la fibra seréa siempre la misma. Si el haz tiene alguna estructura, pediremos que el
isomorfismo también la tenga.

Sea ahora § un haz sobre Y. Definimos el siguiente prehaz f.(§) sobre X,
llamado imagen directa. Dado U abierto de X, denotamos f.§(U) := F(f~1(U)).
Es facil ver que se trata de un prehaz canénico.

2.17. Subespacios de X. Sea Y C X; vamos a ver diferentes operaciones que
ligan haces de Y y de X; denotaremos i : Y — X la inclusion.

» Sea § un haz sobre X; entonces §y := 7" es un haz sobre Y.

= Sea § un haz sobre Y; entonces i,§ es un haz sobre X.

= Sea § un haz sobre Y de grupos abelianos, Y localmente cerrado; llamamos
extension por cero de § al tinico haz FX sobre X (salvo isomorfismo) cuyas
fibras sobre los puntos de Y coinciden con las de § y cuyas fibras en los

demas puntos son nulas.
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» Las operaciones anteriores se pueden combinar. Asi si § es un haz sobre X,
denotaremos §y = (S‘y)X, haz sobre X. También podemos componer i*

con 7, en ambas direcciones.

Es un ejercicio instructivo observar bajo qué condiciones algunas de las opera-

ciones coinciden (por ejemplo, bajo la hipotesis de Y abierto o cerrado).

3. HACES Y VARIEDADES DIFERENCIABLES

En esta seccion M es una variedad diferenciable de dimensiéon m. Conside-
raremos el haz C3; =: &Y, de gérmenes de funciones diferenciables con valores
reales.

Se trata de un haz de R-algebras con unidad; todas las fibras son isomorfas a
(C2%)o; de hecho es un haz localmente trivial de fibra (Cgh)o, es decir, Vp € M
existe un entorno abierto V' de p tal que la restriccion del haz a U es isomorfa a
U x (Cgn)o-

Ejemplo 3.1. Sea 7 : E — M un fibrado vectorial de rango k. Consideremos
el prehaz que a cada abierto U le asocia I'(E|y), el C*°(U)-moédulo de todas las
secciones diferenciables U — E. Es obvio que se trata de un prehaz canénico que
identificamos al haz asociado &; la fibra &, es el (C5}),-mo6dulo de los gérmenes de
secciones de E en entornos de x y es un modulo libre de rango k. Por tanto, £ es
un haz de C37-moédulos.

De esta forma consideramos los haces £}, haces gérmenes de k-formas dife-
renciales. Observemos que Vp € M, la fibra (£f;), es un (£Y;),-modulo libre de
rango (Z)

Seax :U — V C M es una carta de la variedad. Para cada p € V' las secciones
dxi,...,dz, inducen una base de T,M™ y sus productos exteriores debidamente
ordenados inducen bases de los espacios de formas alternadas de 7,,M. Si denota-
mos (dx;), los gérmenes de de estas formas, vemos que todo germen de k-forma
en un punto p € V se puede escribir de forma tinica como

S g ey, A day,,

1<j1<...<ji<n
con (fj,...j.)p gérmenes de funciones diferenciables en p (omitimos los subindices
de los gérmenes de formas para no recargar la notacion).

Observemos que claramente la diferencial induce un homomorfismo de haces (de
R-espacios vectoriales, no se preserva la estructura de modulo), d : £F, — 8

Tenemos una sucesion:

0=Ry =&y —Ey— = E = EF -
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donde R, es el haz trivial M xR (identificado con el haz de gérmenes de funciones
localmente constantes); la primera aplicacion es la inclusion y las demas son la
diferencial d. Observemos que la composicion de dos aplicaciones de la sucesion
siempre es cero.

Esto nos induce a dar las siguientes definiciones.

Definicion 3.2. Sea X un espacio topologico, sean §1, §2 haces de grupos abelia-
nos (o espacios vectoriales, o modulos sobre un haz). Sea ¢ : § — F2 un mor-
fismo de haces de grupos abelianos. Entonces kerp := [[ . kerp, e Imy =
[1,cx Imp, son subhaces de §; y §2 respectivamente, llamados nicleo e imagen
de ¢ (es cierto ya que ¢ es abierta y la imagen de la seccién nula también es
abierta).

Definicion 3.3. Sea X un espacio topoldgico, sean §;, i = 1,2, 3 haces de grupos
abelianos. Sea C 1= §; 23— F» 3— F3 un par de morfismos de haces de grupos
abelianos tal que g0 es el morfismo nulo. La homologia H de C es el haz
ker o/ Imy; siz € X, H, = ker(¢2)./(Im ¢1),. Si la homologia es nula, diremos
que es una sucesion exacta en §o.

Observacion 3.4. Sin precisar mas, podemos definir los conceptos de complejos de
haces, cohomologia de complejos, sucesiones exactas cortas. Si que merece alguna
precision mas el concepto de cociente de haces. Sea X un espacio topologico y
sean g1, 52 haces de grupos abelianos sobre X tales que §; es un subhaz de §».
El cociente § := F2/§1 se define como el haz candnico asociado al prehaz F(U) :=
$2(U)/F1(U), U abierto de X. Se demuestra que la fibra §, es naturalmente
isomorfa a (§2)./(F1). y que en general no es un prehaz canonico.

Ejemplo 3.5. Sea M una variedad diferenciable. Denotaremos Cj ¢, resp. C3j c-,
el haz de gérmenes de aplicaciones diferenciables con valores en C, resp. C*. El
primero lo vemos como haz de grupos abelianos con la suma, y el segundo con
el producto. Sea Z,, el haz de funciones localmente constantes con valores en Z.

Consideremos:
0—Zy — Chic — Crrer — 0,

donde la primera flecha es la inclusién y la segunda esta definida por h — e*™". Es
claramente una sucesion exacta corta de haces, llamada la sucesion exponencial.
Observemos que C3f c- es naturalmente isomorfo a C3f/Z,,. Observemos que si
M es, por ejemplo S', no todas las secciones de Ci7c- se obtienen a partir de
secciones de Cjj ¢
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Definicion 3.6. Sea X un espacio topologico y sea §, un haz de grupos abelianos.
Una resolucion de § es un complejo (Fy, dy,)n>0 con un morfismo de haces j : § —
So tal que

0->F—>F—35—...

es un complejo exacto.

Ejemplo 3.7. Es posible definir de forma recurrente una resolucién de cualquier
haz § de grupos abelianos. Para ellos definimos pares de subhaz/haz §; y Set’ (&)
commo sigue:

= Fo =T v Set’(F) := Set(F).
= Sij >0, definimos §; := Set’ 1 (F) /-1 ¥ Set? (F) := Set(F;).

Tenemos una aplicaciéon natural d obtenida como la composicion
Set/ M (F) — §; — Set’ (),

donde la primera flecha es el cociente y la segunda es la inclusion. Tenemos suce-

siones exactas cortas

0—F; — Set!(F) = Fj1 — 0,
que dan lugar a una resoluciéon (Set’(§), d);so, llamada resolucidn candnica de §.
Lema de Poincaré 3.1. (E¥(M),d)r>o es una resolucion de R,;.

Demostracion. Como el resultado es local en el entorno de un punto basta que lo
demostremos para el origen en R"™. Somos conscientemente poco cuidadosos con
la distincion entre gérmenes y representantes en entornos pequenos (y estrellados)
del origen. Vamos a definir un morfismo de haces

ay, Sk(R”)O — 5’“*1(]1%")0
Como va a ser R-lineal, lo definiremos sobre gérmenes de formas
W(zy,..yzn) = f(l’l, - 7mn)dxi1 JANRIERIVAN dxzk

Entonces,

1 k
ag(w) ::(/tk_lf(txl, e ,txn)dt)<2(—1)j_lxijd:pil N Ndxgg N A dxik>
0

i=1

Esta aplicacion se puede entender como sigue; consideremos p : R" x [0, 1] — R”
dada por p(x,t) := txr. Dada una k-forma w sobre R", consideramos la k-forma
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p*(w) sobre R™ x [0, 1]. Cualquier k-forma 1 sobre R™ x [0, 1] se puede escribir de

forma unica como

n= Z fjlrn,jk(‘rl?‘"7xn7t>d1fj1 /\/\dxjk—i—

1<j1<...<jp<n

—+ Z gjl,---7jk—1(x1’ R t)dt A dl’jl FANIIVAN dejk_l

1<ii<..<jg—1<n

Consideremos la forma obtenida al prescindir de los primeros sumandos e integrar
los segundos a lo largo de t:

1
B(n) = Z (/0 e (X1, T, t)dt) dej, N\--- Ndzj, |

1<j1<.<jp1<n

Hemos definido una aplicacién S que envia una k-forma definida en un entorno
abierto de {0} x [0,1] en R™ x [0,1] a una (k — 1)-forma definida en un entorno
abierto de 0 en R".

Definimos también

7(77) = Z (fj1,~~~,jk(x17"'ﬂxml> _fj1,~--,jk(x17'"axnao))dxﬁ ASEE /\dxjk'

1<j1<...<jp<n

Es facil ver que df(n) + 5(dn) = v(n).
Volvemos a nuestra forma w. Es facil ver que

p*(w) =t* f(twy, ... to,)dzy, A--- A da, +

k
+ Z(—l)j’ltk’lxijf(txl, cotxp)dt Ndxg N A CEUZ Ao Ndxg,
j=1

Extendiendo por linealidad, tenemos que para cualquier k-forma w:

Como p* conmuta con la diferencial, deducimos que d(ag(w)) + g1 (dw) = w. Asi,
si w es cerrada (es decir, dw = 0) entonces es exacta (es decir, w es la diferencial
de una k — 1-forma). O

Observacion 3.8. Del complejo de haces anterior nace la cohomologia de de Rham.
En efecto, tomemos en cada haz el espacio vectorial de las secciones globales.

Obtenemos asi un complejo de espacios vectoriales cuya cohomologia es la de de
Rham.
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4. VARIEDADES ANALITICAS COMPLEJAS

En esta seccién vamos a dar una estructura similar en su definiciéon a la de
variedades diferenciales. Previamente daremos las definiciones y propiedades ne-

cesarias.

Definicion 4.1. Sea U C C" un abierto y sea f : U — C una funciéon con valores
complejos. Diremos que f es holomorfa en U si Vz € U existe una forma lineal
df, : C" — C tal que Yv € C" existe

i £ = FE)
h—0 h

y es igual a df,(v). Una aplicacion g : U — C™ es holomorfa si lo son sus compo-
nentes. En tal caso, denotaremos dg(z), z € U, a la aplicacion lineal C* — C™ de
matriz (g—gj) 3_11; .

Observaciones 4.2. Como en el caso de una variable, las funciones holomorfas son
C* y analiticas. Muchos de los resultados se extienden. Por ejemplo, si denotamos
zj = x;+iy; y [ = u+tiv, entonces, identificando f como una aplicacion R** — R?,
la holomorfia es equivalente a la diferenciabilidad y a las ecuaciones de Cauchy-

Riemann:

Ju v ou v
ox; Oy Oy Oy
Las funciones holomorfas también poseen:
» Principio de Prolongaciéon analitica Si U es conexo y f,g : U — C
holomorfas coinciden en un abierto V', ) # V C U, entonces, f = g.
» Principio del Méaximo Si U es conexo, f : U — C holomorfa y existe

p € U tal que |f| posee un maximo local en p, entonces f es constante.

De la misma forma hay una férmula de Cauchy. Observemos también que el
principio de prolongacién analitica impide recursos como las particiones de la
unidad.

Observamos también que df es una aplicacion C-lineal.

4.3. Un poco de algebra lineal. Sean Fi, F5 dos C-espacios vectoriales de

dimensiones n y m, respectivamente. Fijemos bases, vy,...,v, ¥ wi,...,Wy,. Si
nos fijamos en ellos como R-espacios vectoriales, tenemos bases vy, vy, ..., Uy, 10,
Y W1, 1W1, . . .y Wiy, 1Wy,. Sea h @ Fy — Fy una aplicacion R-lineal. Sea A € M (2m X

2n;R) la matriz de h en estas bases, que denotaremos:

jzl?"'7m ’ . .
b] d]

A= (Ajk)kzl""’" con Ajj == (ajk Cjk) € M(2,R).
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Es facil ver que h es C-lineal si y solosi Vj = 1,....,m y Vk = 1,...,n se tiene

ajr, = djk, bjp = —Cjg.
Gracias a esto, las ecuaciones de Cauchy-Riemann tienen esta interpretacion.

Proposicion 4.4. Sea g : U — C™ una aplicacion de clase CV, con U C C",
abierto. Sea dg® la diferencial de g vista como aplicacion de un abierto de R*®
en R?™ y consideremos la matriz jacobiana de esta aplicacion con respecto a las
coordenadas obtenidas al tomar parte real y parte imaginaria. Entonces, g es ho-

lomorfa si y solo si dg® es C-lineal y en tal caso coincide con dg.

Una consecuencia de esta proposicion es la existencia de teoremas holomorfos

de la funcién implicita en inversa.

Definicién 4.5. Una wvariedad analitica compleja de dimension n es un espa-
cio Hausdorff y segundo numerable M, junto con un atlas completo de cartas
holomorficamente compatibles. Es decir tenemos una familia maximal {x,, U, }4
tal que x, : u, — Vo, C M es un homeomorfismo sobre la imagen, con V, C M
abierto y U, € C™ abierto, y dadas dos cartas con indices «, 3, se tiene que:

Vo = xgloxa x N (Vo N V) — Xgl(Va N Vg)
es una aplicacion biholomorfa.

Observacion 4.6. Se pueden hacer ahora las construcciones similares a las varieda-
des diferenciales. Podemos construir funciones holomorfas, aplicaciones holomorfas
entre variedades, fibrados vectoriales holomorfos, etc. Por otra parte tenemos que
una variedad analitica de dimension n admite de forma natural una estructura de

variedad diferenciable de dimension 2n.

4.7. Fibrado tangente holomorfo. Como en el caso real, podemos definir el
espacio tangente holomorfo 7,M en p como el espacio de las C-derivaciones de los
gérmenes de funciones holomorfas cerca de p. Si x,, : U, — V,, es una carta, p € V,,

tenemos una base de este espacio en {% 1. Recordemos que si tenemos otra
J

p
carta de indice 3, con p € V3, se tiene el siguiente cambio de base:

(i i>_(i i)(ﬁwaa)
021, Oy, azlﬁ‘p aZEIJD Oza Ixa ' (p)

A partir de ahora vamos a estudiar el espacio tangente de la variedad dife-

renciable subyacente. Sea p € M. Consideramos 7, M como la espacio de las R-
derivaciones con valores reales del espacio de gérmenes de funciones diferenciables

en un entorno de p. Dada una carta x, consideremos las coordenadas z{, ...,z

v n
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Como son coordenadas complejas las podemos escribir como 2z := ¢ + iy De
esta forma obtenemos una base de 7, M dada por
0 0 0 0
Oxt Ip’ Ay’ Ip’ o Oy Ip’ Ay Ip‘
4.8. Otra gota de algebra lineal. Recordemos que un espacio vectorial complejo
es un espacio vectorial real con un endomorfismo cuyo polinomio minimo es ¢+ 1.

Sea F' un R-espacio vectorial de dimension 2n con dos estructuras complejas Jq, Jo

(es decir, dos automorfismos de F tales que J7? = —1p).
Sea v1,...,v, una base del C-espacio vectorial (F,.J;). Consideremos también
wy, ..., w, base del C-espacio vectorial (F,Jy). Asi, vy, Ji(v1), ..., v, J1(v,) por

una parte y wy, Jo(wy), . .., wy, Jo(w,) por otra, son bases de F. Sea A € GL(2n;R)
la matriz de cambio de base descompuesta en 2-cajas como en [1.3] Se tiene que
J1 = Js si y solo si se da la condicién en las 2-cajas de [4.3]

Consideremos ahora en T,M la base asociada a una carta xg. Como el cambio
de cartas es holomorfo, al considerar la matriz jacobiana real, las 2-cajas de la
descomposicion verifican las ecuaciones de Cauchy-Riemann. Es decir, si definimos
Jo : TyM — T,M con

I V=g« Il V=g

Jlp JIp p P

y definimos Jg analogamente, entonces por i.§ J, = Jz = J. Es decir, tenemos
una estructura natural de C-espacio vectorial en T, M.

4.9. Mas algebra lineal. Sea F' un R-espacio vectorial. El complexificado de
F es FC := F ®@p C, visto como C-espacio vectorial por la accién en el segundo
factor. En el caso de F'* = Homg(F,R), hay una identificacién natural de (F*)©
con Homg(F,C). Es claro que si H C F es un subespacio real, entonces H® es
un subespacio complejo de FC. Por otra parte podemos identificar F' como un
subespacio real de F© mediante v — v ® 1, Yv € F. Terminamos este inciso con
otra identificacion natural: el espacio Homg(F,C) se identifica de forma natural
con Home(FC,C): es decir el complexificado (F*)© del dual real de F es el dual

complejo del complexificado FC de F.

Consideramos ahora T, M € espacio vectorial tangente complexificado. Podemos
identificar por [4.9] este espacio con el espacio de R-derivaciones con valores com-
plejos del espacio de gérmenes de funciones diferenciables en un entorno de p. El
complexificado de C*°(M), se identifica con C*(M;C),, espacio de gérmenes en p
de funciones diferenciables con valores en C. Por tanto T, M® se puede considerar
como el espacio de C-derivaciones de C*(M;C), en C.
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4.10. Todavia algebra lineal. Sea F' un C-espacio vectorial complejo de di-
mension n; fijemos una base vy, ..., v,. Recordemos que F' lo podemos ver como
un R-espacio vectorial de dimensiéon 2n con un automorfismo J : F — F' tal que
J? = —1p, definido por la multiplicacion por i. Una base de F' como R-espacio
vectorial es vy, J(v1), ..., Un, J (V).

Consideremos ahora F'C. El automorfismo J induce ahora un automorfismo J° :
FC€ — J® con el mismo polinomio minimo ¢?+ 1. Por tanto podemos descomponer
F® = F* @ F~, donde FT, resp. F~, es el subespacio propio de J® para el valor
propio 4+, resp. —i.

Denotemos
+ . v; — lJ(?h) - Uy + ZJ(’UJ) -
=T v =T j=1,...,n.
Se tiene:
JE () = J(vg) =i %(vy) _ () +iv) _ .+
J 2 2 J -
De la misma forma, vemos que Jc(vj’) = —ivj . Deducimos que (vf,...,v]), resp.
(v,...,v, ), forma una base del C-espacio vectorial F*, resp. F'~. Es mas, si de-

notamos 7+, resp. 7, la composicién de la inclusiéon de F en F€ con la proyeccion
de F sobre F'", resp. I, se tiene que 7™, resp. 7, es un automorfismo, resp. an-
tiautomorfismo, de C-espacios vectoriales. Estas afirmaciones son consecuencia de
las igualdades:

7 (v;) = o], T (vy) = vj, j=1,...,n.

Volvamos al caso del espacio tangente a una variedad analitica M en un punto

p. Dada una carta de indice a hemos construido una base de T, M dada por
9 9 9 9
Ozt Ip’ Oyt Ip7 Oy, Ip’ Oyn Ip7

y con una estructura compleja J tal que

0 0 0 0

(52 )=52 - J55 )=—5= > j=1...n
0] Ip Oy; Ip Oy; Ip 0] Ip

La base anterior también es base de T, M®. Consideremos los subespacios T, M*

y T, M~. Denotemos los elementos anteriores de forma especial:

o ._1<i _ii> 0 _1<8 40 ) il
0z¢ » 2\ Oz% » ys . 0z¢ . 2\ Ox% dys »

Jp

Hay una ambigiiedad en la notaciéon que vamos a resolver inmediatamente. Recor-

demos que T, M es el espacio vectorial de las C-derivaciones de los gérmenes de
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funciones diferenciables definidas en entornos de p y con valores en C. Si f es una
funcién holomorfa definida en un entorno de p, entonces, se tiene:
0

0z¢
I p

s Las dos definiciones de

- L (=0
I lp

Es més, una funcion f : V,, — C es holomorfa si y solo si se dan las igualdades

actian igual.

anteriores en todos los puntos de V,. De esta forma podemos identificar T,M*
con T,M,y T,M~ con el espacio de C-derivaciones de funciones antiholomorfas
definidas en un entorno de p, que denotaremos 7_'pM .

4.11. Fin del algebra lineal. Sea de nuevo F' un C-espacio vectorial de dimension
n y estructura compleja J, con base vy,...,v,. Vamos a estudiar los diferentes
espacios duales asociados a F.

Consideremos Homc(F,C) (el dual complejo) y Homg(F,R) (el dual real). El
primero es un espacio vectorial complejo de dimensién n; denotemos pig, .. ., i, la
base dual de vy, ...,v,. El segundo es un espacio vectorial real de dimension 2n;
denotemos @1, 11, . .., pn, ¥, la base dual de vy, J(v1), ..., vn, J(Vy).

Tenemos una inclusion natural Home(F, C) € Homg(F, C). De hecho, tenemos
Homg (F, C) = Hom¢(F, C) @ Home(F, C), donde Home(F, C) es el espacio de las
formas antilineales de F'; una base compleja de este ultimo espacio es iy, ..., fin,
donde fi;(v) := m, Yo € F, Vj = 1,...,n. Recordemos que hay una iden-
tificacion natural Homg(F,C) = Homc(FC,C), por lo que podemos considerar
1, fi1s - - s fhns i como formas C-lineales de FC.

Es facil comprobar lo siguiente:

_ _ + _ _
w Ly, [l fns i €S la base dual de v, vy, ..., uF v

» Como consecuencia, podemos identificar Home(F, C) con el dual complejo
de F* y Home(F, C) con el dual complejo de F~.

Por otra parte el complexificado de Homg(F, R) se identifica de manera natu-
ral con Homg(F,C). De esta forma, 1,11, ..., ¢n, ¥, es también base compleja
de este espacio. Como hemos dicho en [4.9] este espacio se identifica de nuevo
con Home(FC,C). Como antes, ©1,%1,...,0n, Y, es la base dual compleja de
v1, J(v1), ..., 0, J(v,). Es inmediato obtener que:

pi =i +iv;, =9 —i,  j=1....n

Aplicando este resultado a nuestro caso, tenemos dos bases en el dual complejo
(T, M®)* de T, M. Denotaremos estas bases:

dag, dys, ... dal dye v da0, . g,
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omitimos los subindices que indican que estamos en p. Como hemos visto, los
espacios engendrados por (dz§)j_; y por (dz5)}_;, no dependen de la carta elegida
y se denotan habitualmente por T;M(l’o) y T;M(O’l).

Sea f : Vo, — C una funcién diferenciable. Observemos que df, : T,M — C
es una aplicacion R-lineal que determina y es determinada por una aplicacion C-
lineal T,M® — C que también denotaremos df,. Utilizando la primera expresion

y la primera base, tenemos:

n 0 N n 8 N
df, = ; e ()dzs+ ; g7 (D

Jp Jlp

Utilizando la otra base, tenemos:

"0 "0 _
=2 g DA+ 50 (N,
— 026 — )¢
j=1 "I p j=1 ""Jp
En particular, f es holomorfa si y solo si Vp € V,, df, € TrM™"9; esta condicion
se puede enunciar sin necesidad de cartas.

4.12. Resumen Dada una variedad analitica M de dimension n podemos definir
T M el fibrado tangente holomorfo (es un fibrado complejo de rango n).

Ademas del fibrado tangente (real) TM, podemos definir su complexificado
TME®, que es un fibrado diferenciable complejo de rango 2n. El dual complejo
de este, denotado T*M® admite una descomposiciéon natural en suma directa en
dos subbfibrados complejos T*M ™0 @ T* M1 Observemos que si en el dual de
T M nos olvidadmos de la estructura analitica y solo consideramos la estructura
diferenciable, T*M es isomorfo a T*M10),

Como en el caso real, se puede definir el fibrado de las r-formas alternadas C-
multlineales, tanto a partir de 7M como de T*MC. En el caso holomorfo a las
secciones se les llama formas holomorfas y se les denota 2},; en el caso de r = 0
tenemos el haz de funciones holomorfas denotado habitualmente Q. Al haz de las
secciones asociado se le denota 5(’" wmc)- Tanto el fibrado anterior como las secciones

admiten una descomposicién en suma directa que en el caso de haces se expresa:

Eme) = @p-i-q:rgl(\?q)'

A los elementos del prehaz de 8}5"1) se les llama formas de tipo (p, ¢). En coorde-
nadas (omitiendo los subindices «), tenemos:

= Una r-forma holomorfa w sobre V,, se escribe:

E fivgedziy N ooodzj., fj. . holomorfas;

1<j1<...<jr<n
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» Una forma w de tipo (p, ¢) sobre V,, se escribe:

Z fgkll,’ j;qdzh coodziy NdZy A N dE, fkl’ ’kq diferenciables.

Ji,
1<j1<...<jp<n
1<ki<...<k,<n

Como en el caso local, si f : M — N es una aplicacién diferenciable entre
variedades analiticas, dado W C N abierto y w € SJK,,(C(W), tenemos definida
frw € Eyc(f~H(W). Si ademas f es holomorfa, entonces respeta formas holomor-
fas y formas de tipo (p, q).

De la misma forma que se hace en el caso real, podemos definir una diferencial
vista ahora como morfismo de haces o prehaces.

Teorema 4.13. Ezxiste una unica manera de definir para cada variedad analitica
M un morfismo de haces d : Eyp e — 5”1 de forma que
(1) d* = 0.
(2) Para toda aplicacion diferenciable f: M — N se cumple f*od = d o f*.
(3) Si f: M — C es una aplicacion diferenciable, d(f) = df .
(4) Siw € Eyc ywr € Ejpe, entonces d(wy Awa) = dwy Aws + (—1)"wi A dws.

Como en el caso real, si tomamos cartas locales una forma
w= fdz;; N...dzj, Ndzg, N+ Ndzg,,

se tiene:
dw =df Ndzj, \...dz;, Ndzp, N--- Ndz, =

(Za fdzj—kza fdz])/\dzﬁ codzy NdZy A AdE .

Jj=1"

Este teorema se puede especializar en nuestro caso:

Teorema 4.14. Emzisten pam cada variedad analitica M dos morfismo de haces
0 : 8 —>5p+1’q yO: 5 —>€pq+l de forma que

(1) dz@—i—@, por lo que 8220, 0?2 =0 y 00 + 0o0 = 0.

(2) Para toda aplicacion holomorfa f: M — N f* conmuta con 0 y con O.

(3) f: M — C es una aplicacion holomorfa (resp. antiholomorfa) si y solo si

3(f) =0, resp. O(f) = _
(4) Una forma w de tipo (p,0) es holomorfa si y solo si dw = 0.

Observemos que podemos construir en este caso dos familias de complejos de

haces. Dado p > 0, tenemos con 0:

0—>Q§4—>5](\§’0)—>~~—>€](\§’Q)—>...
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Y también, dado ¢ > 0 con 0,
0—>5](\2’Q) —>5](\}’Q) —>---—>5J(\§’Q) — ...,

el llamado O-lema de Poincaré dice que (£ }5"1’, )40 es una resolucion de QF .

Definicién 4.15. Un bicomplejo (C, d’, d”) de grupos abelianos es un grupo abelia-

no bigraduado

junto con dos endomorfismos bigraduados d',d” de C, de grados (1,0), (0, 1), res-
pectivamente, tales que (d')? = (d”)? = d'd" + d"d’ = 0. Dado un bicomplejo, le
asociamos el complejo total (Tot(C'),d), donde

Tot(C) =EPT.. Tn:i= P " nez,

nez p+q=n

yd:=d+d.

Asi, £ = (5](\5”]), 9,0)p.qez s un haz de bicomplejos graduados cuyo haz total
Tot(€) es (€, d)r>o-

5. DEFINICIONES DE COHOMOLOGIA

Sea X un espacio topoldgico y § un haz de grupos abelianos sobre X. Conside-

remos una resolucion R := (R;, d),;>o de §. Es decir,
0=>F—R >R >Ry — ...,

es una sucesion exacta de modulos. Olvidémonos de § y apliquemos a esta reso-
lucion el funtor secciones globales. Obtenemos un complejo de grupos abelianos:

0— Ro(X) = R (X) = Re(X) — ...

Consideremos la cohomologia H*(9R(X)) de este complejo. Observemos que el
grupo abeliano H°(9R(X)) es naturalmente isomorfo a F(X) (el funtor secciones
globales es exacto a izquierda).

Siguiendo el procedimiento habitual en algebra homoldgica podriamos definir
tipos especiales de haces que hagan el papel de los médulos proyectivos o inyec-
tivos, es decir de forma que podamos hacer resoluciones de ese tipo de haces y
que al calcular la cohomologia después de tomar secciones globales, el resultado
no dependa de la resolucion particular; ademas, que el proceso se haga de modo
funtorial. Sin embargo, el procedimiento seré distinto. Definiremos la cohomologia
a partir de una resolucion particular; esto nos permitird encontrar un invariante

bien definido, funtorial y con las propiedades habituales del algebra homologica.
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A partir de la definicion que daremos sera practicamente imposible calcular de
forma efectiva la cohomologia de un haz, pero una vez bien definido el invariante

buscaremos criterios efectivos para calcularlo.

Definicion 5.1. Llamaremos j-ésimo grupo de cohomologia de X con wvalores
en §, v lo denotaremos H’(X;F) al j-ésimo grupo de cohomologia del complejo

(Set? (F), d) ;0 obtenido al tomar secciones globales de la resolucién canénica de §.

Es facil comprobar que si tenemos dos haces § y § v un morfismo de haces
v : § — §F, es posible extenderlo a un morfismo de complejos ¢* : Set™(F) —
Set™(§’), lo que nos permite asociar funtorialmente un morfismo ¢* : H*(X;§) —
H*(X;3).

De la misma forma, si tenemos una sucesion exacta corta de haces 0 — § —
§ — & — 0, obtendremos una sucesion exacta larga que sera funtorial.

Ademas, H°(X;§) es naturalmente isomorfo a §(X).

6. COHOMOLOGIA DE CECH

Sea X un espacio topologico y § un haz de grupos abelianos. Vamos a definir
otra cohomologia H*(X;§) que llamaremos cohomologia de Cech.

Sea {1 un recubrimiento abierto de X. Por comodidad, supondremos que 4l esta
parametrizado por un conjunto de indices I; es decir 4 = {U;| i € I}. Dados
10,11, - . ,%q € I, denotaremos

Llamaremos grupo de g-cocadenas de 4l con valores en § a

SCTET | Q)

(i0y-.. ig) E19+1

Hay una aplicaciéon natural
d: CULLF) — CTH (U ),

donde si (uy) jera+1, €l elemento (v )gerate = d((uy) jera+1) viene determinado por

q+1 ‘
VK ‘= Z(_l)erK,UK]- (UKj)
7=0

~

si K = (Z'(),ﬁ,‘..,l.q_;,_l) y Kj = (Z'O,’L.ly...,llj,...,llq+1), j = 071,...,q+ 1.
Es inmediato comprobar que d? = 0, por lo que tenemos un complejo de grupos
abelianos (C9(LL; §), d).
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Definicion 6.1. La cohomologia del complejo anterior se llama cohomologia de
Cech de § con respecto al recubrimiento abierto $f y se denota H9(8; §); los ele-
mentos que estan en el nucleo de la diferencial se llaman cociclos, y los que estéan

en la imagen se llaman cobordes.

Ejemplo 6.2. Veamos como es H 0(4(; F). En este caso no hay cobordes, luego
basta estudiar los cociclos. Sea u := (u;)icr € C°(L; F). Se tiene que, dados 4,5 € T
la componente (7, j) de d(u) es (con abuso de notacion) u; — w; en U; N Uj.

Deducimos que u es cociclo si y solo si existe (un unico) f € §F(X) tal que
rux(f) = fi. Es decir HO(31; ) se identifica de forma natural con F(X).
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