TOPOLOGIA DE SINGULARIDADES

ENRIQUE ARTAL BARTOLO

Estas notas contienen lo que tengo previsto contar en el curso de doctorado To-
pologia de Singularidades. A pesar del nombre, el curso comienza con los requisitos
de analisis complejo y dlgebra conmutativa necesarios para atacar el problema. La
principales referencias seguidas son los libros de Gunning-Rossi, Lojasiewicz, Na-

rasimhan.

1. FUNCIONES HOLOMORFAS

Sea U C C™ un abierto. Si = (iy,...,i,) € N" utilizaremos la notacién

habitual 2@ := 2% --. zn y |a| := iy + - - - + 4p,. Dado 2° € C" y € > 0 denotaremos
AM) ={2€C" ||z —2)| <ei=1,...,n}

el polidisco abierto de centro z° y radio e. Anélogamente, definimos Z:(ZO). Si

2% =0, los denotaremos A" y A_.

Definicién 1.1. Diremos que una funcién f : U — C es holomorfa o analitica si

se cumple una de las dos condiciones siguientes (que son equivalentes):

(1) V2° € U existe un entorno V de 2° tal que Vz € V

f2) =) calz =2,
aeNP
y la serie converge uniformemente sobre compactos de V.
(11) Vista como aplicacién de un abierto de R?" en R? es de clase C() y las

diferenciales son C-lineales (ecuaciones de Cauchy-Riemann).

Durante la licenciatura se han estudiado funciones holomorfas en una variable.
Muchas de las propiedades de estas funciones seran ciertas en el caso general y se
deducen del caso en una variable. Por ejemplo, el teorema de Cauchy se obtiene

como iteracion del correspondiente en una variable.

Teorema 1.2 (Férmula integral de Cauchy). Sea U un entorno abierto de A,

e>0ysea f:U — C holomorfa. Consideremos el toro

T ={2e€C"| |5 —2)=¢,i=1,...,n}
1
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Entonces Vz € Al se cumple:

fz) = (%)n / o= zl)f ('ijzwn oy dun,

Teorema 1.3 (Principio de Prolongacién Analitica). Sea U un abierto conexo de

C" y sea 2° € U. Son equivalentes:

(1) f=0.
(11) Todas las derivadas de f se anulan en 2°.

(11) Ewiste un subconjunto abierto V' no vacio de U tal que fjy = 0.

Teorema 1.4 (Principio del Maximo). Sea U un abierto conero de C" y sea

20 € U tal que | f(20)| es un mdzimo relativo de |f|. Entonces, f es constante.

Definicién 1.5. Diremos que una aplicacion f : U — C™ es holomorfa si lo son

sus funciones coordenadas.

Teorema 1.6 (Funcién inversa). Sea U C C" un entorno abierto de 0 € C" y
sea f: U — C" una aplicacion holomorfa tal que f(0) =0 y dfy : C* — C" es
un tsomorfismo lineal. Entonces existen entornos abiertos V,W de 0 € C" tal que

VcuU, f(V)=W yla restriccion f|: V — W es biholomorfa.

Demostracion. Aplicamos el teorema de la funcién inversa real. Observemos que
como las diferenciales de f son C-complejas, alla donde sean inversibles también

lo son sus inversas. OJ
Igual que en el caso diferenciable se deducen los dos siguientes resultados:

Corolario 1.7 (Funcién implicita). Sea U C C"** un entorno abierto de 0 € C"tk
y sea f : U — C™ una aplicacion holomorfa tal que f(0) = 0 y dfy : C"tF — C™ es
sobreyectiva. Entonces existen entornos abiertos V de 0 € C"* tal que V C U, y
W de0 en C" con f(V) = W de forma que podemos encontrar nuevas coordenadas
analiticas en V- y W tales que si (z1,...,2n4k) € V, se tiene f(z1,...,2n4k) =

(Zl> .. '7Zn)'

Corolario 1.8. Sea U C C" un entorno abierto de0 € C" y sea f : U — C"** una
aplicacion holomorfa tal que f(0) = 0 y dfy : C* — C"** es inyectiva. Entonces
existen entornos abiertos V de 0 € C" tal que V. C U, y W de 0 en C"* con
f(V)y C W de forma que podemos encontrar nuevas coordenadas analiticas en V
y W tales que si (z1,...,2,) €V, se tiene f(z1,...,20) = (21, -+, 2n,0,...,0).

El teorema de extensién de Riemann tiene varias versiones en dos variables.
La siguiente es una consecuencia inmediata del teorema en una variable y de la
formula integral de Cauchy.
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Teorema 1.9. Sea U un entorno abierto de A}~" x Zi, n,e > 0. Sea Z C U tal
que Vz' € APt se tiene que Zo = {w € Al|(z',w) € Z} es finito. Supongamos
ademds que [ : U\ Z — C es una funcidn holomorfa localmente acotada en U (o
bien Vz' € Ap~', la funcion fu: AL\ Z. — C es localmente acotada,).

Entonces, f admite una unica extension holomorfa a U.

Demostracion. Definimos g : A7~! x Al — C dada por:

1 f(w)

/ —
g(z,zn). : w— 2,

dw

um |w|=¢

Es claramente holomorfa y coincide en un abierto no vacio de U con f por el

correspondiente teorema en una variable. Il
Con la mismas ideas se demuestra:

Teorema 1.10 (Teorema de Hartogs). Sea U := A7 \ An
n > 1. Toda funcion holomorfa en U se extiende a Am

27 con 0 < N2 < M,

Terminamos esta secciéon con un poco de geometria algebraica facil.

Proposicién 1.11. Sea X C C" un subconjunto algebraico, es decir, el lugar
de ceros de un numero finito de polinomios. Sea G un grupo finito que actia
linealmente sobre C" y que deja X globalmente fijo. Entonces, X se puede expresar

como el lugar de ceros de un numero finito de polinomios G-invariantes

Demostracion. Sean fi,. .., fs polinomios que definen X. Sea G = {¢1,...,9-},
con g; el elemento neutro. Dado f; definimos si(f;), k = 1,...,r, como sigue.

Consideremos f; 4, los trasladados de f; por los elementos del grupo. Entonces,

sk(fy) = Z Hfj,gil-

1< <...<ip<r =1

Observemos que

r

1T - fis) T’“+Z VYese(f;)TF.

i=1
Sea Y el subconjunto algebraico definido por si(f;), k=1,...,r,j=1,...,s

Sea z € X; como X es G-invariante, no solo f;(z) = 0, sino que f; () = 0,
por lo que si(f;)(2) = 0y 2z € Y. Supongamos ahora que z € Y; Tenemos que
[[;i-,(T — fj4(2)) =T7, por lo que en particular, f;(z) =0y z € X. d
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Corolario 1.12. Consideremos en (C")**! el subconjunto
X = {(21,...,24,0) € (C)™|3j =1,...,d tal que z; = v}.

Entonces erxiste una aplicacion polinomial F : (C*)4*1 — C" simétrica en las d
primeras entradas tal que F~1(0) = X.

2. TEOREMAS DE WEIERSTRASS

En esta secciéon demostraremos algunos teoremas clasicos de Weierstrafl que

generalizan el siguiente resultado que en dimension 1 es trivial: ¢

Sea f : U — C una funcién holomorfa no idénticamente nula, 0 €
U C C abierto, y f(0) = 0. Entonces, existen tinicas g : U — C
holomorfa, g(0) # 0, y n > 0 tal que f = 2"g. Recordemos que n es

el orden de cero de f en el origen.

En esta seccién f es una funcién holomorfa de un entorno abierto U de 0 en C".

Definicién 2.1. Diremos que f es regular de orden m (con respecto al sistema de
coordenadas z1,...,2,) si f(0,...,0,z,) no es idénticamente nula en un entorno

del origen y es de orden m.

Definicién 2.2. Sea U,,_; un entorno del origen en C*~!. Un polinomio de Weiers-
trafl en U, _; x C es una funcién p tal que:

P21,y 2n-1)(2n) = 20" + Z a;(21,- s 2n1)2,
j=1
con a; holomorfas en U,_; y nulas en el origen. Diremos ademas que U,_; x V
esta bien adaptado a p si:
" Up-1= AZ_17 n> 0,
» V=Al >0,
= p(2,20) 0 V2 € Al7! y Vz, € C tal que |2,| =¢.

Teorema 2.3 (Preparacién de Weierstrafl). Supongamos que f es reqular de orden
m. Entonces existen:

= un polinomio de Weierstraf p;
» un entorno U,_1 x V bien adaptado a p, tal que tal que U,_4 x V C U
» una funcion holomorfa w en U,_1 X V' con u(0) # 0,

tal que f =u-p en U,_1 X V. Es mds, si (Un_l, ‘N/,ﬁ, @) es otra solucién, ambas

coinciden en las intersecciones correspondientes.
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Demostracidén. Sea e > 0 tal que {0}~ x Zi CUy f(0,...,0,2,) #05si |z,| = ¢;
la existencia esta garantizada por la regularidad de f.
o . =
Por continuidad, existe n > 0 tal que A} A, CUy f(z1,. 20— 1,2,) #0
si |zl = ey [2] <n,j=1,...,n— 1. Consideremos la funcién h : A7~" — C

dada por:
Of (21,....2n—1,W)

1 B)
th...Z,1 _—/ Zn dw.
( ’ o ) T lw|=e f(Zl, ceey Rn—1, U))
Por la condicién anterior, h esta bien definida y es holomorfa. Por el teorema de

los ceros de la variable compleja, se tiene que los valores de h son enteros, por lo
que h es constante. Ademas, estd constante es m ya que h(0) = m.

Deducimos que dado 2" := (21,...,2,.1) € AZ*, la ecuacién f(2, z,) = 0 tiene
exactamente m soluciones (contadas con multiplicidad) en Al. Las denotamos
ai(z'),...,an(Z"), con ordenacion arbitraria.

Dado k € {1,...,m}, consideremos las funciones holomorfas g : A%“l — C
dadas por

N 1 kO
= [,
2im |w|=¢ f(Z/a U})
Gracias al teorema de los ceros generalizado, obtenemos que

gk‘(zl) = al(zl)k 4+ 4 am(z/)k7

por lo que el término de la derecha también es holomorfo.

Utilicemos ahora el siguiente resultado algebraico:

Teorema 2.4. Sea A un anillo de caracteristica cero y consideremos Alxy, ..., Tp].
Consideremos los polinomios

v si(x,...,2), j=1,...,m, es la suma de todos los monomios de grado j
en los que cada variable aparece a lo sumo una vez.

_ o

w gz, o) =242, i =1,..,m.
Entonces, si f € Alxy,...,2,] es un polinomio simétrico, se tiene:
(a) f se expresa de forma unica como polinomio en sy, ..., Spy.

(b) St Q C A, f se expresa de forma unica como polinomio en gy, ..., Gm.

Consideremos el polinomio

p(,z) = [[(on = a5(2)) = 27 + D (1Y 5;() 2,
=1 =1
con §;(2") = s;j(ai1(2'),...,am(z")). Deducimos del teorema (2.4) que §; es holo-

morfa. Como ademéds s;(0) = 0 se tiene que p es un polinomio de Weierstra$ y,
por construccion, Ap~t x Al estd bine adaptado a p.
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La funcién u := f/p estd bien definida en se A7~ x A\ {p = 0}. La construccién
de p nos garantiza que V2’ € A,';_l las funciones f(2',—) y p(z’,—) tienen los
mismos ceros, con los mismos érdenes, en Al con lo que su cociente es localmente
acotado y no se anula nunca. Estamos en las hipétesis de (1.9), por lo que u se
extiende a A7~" x Al 'y u(0) # 0. Con esto terminamos la primera parte del
enunciado.

Para la unicidad, observemos que, por construccion, las raices de p sobre cada

Z' estdn determinadas, luego p lo estd y u también. U

Teorema 2.5 (Divisién de Weierstral). Sean f wuna funcion holomorfa, p un
polinomio de Weierstraf$ de grado m, U,_1 X V entorno bien adaptado a p tal que
Un—l X V cU.

Entonces, existen unicas funciones q y r holomorfas en U,_1 x V tal que f =

qp +1r yr es un polinomio en z, de grado menor que m.

Demostracion. Definimos una funciéon q : U,_; x V' — C tal que:

by ] f(Z w)
q<z 7 Zn) o % |w|=e p(Z, w)(w - Zn)dw

/ — L f(zl’ w)d
[ 20) /w:z—: w

2um W — Zp,

Recordemos que

Por tanto,

f(z’,zn) - q(zl7zn)p(zlvzn) L/l f(2/7w> p(2/7w> _p<2/,2n)dw

~ 2 = P(#,w) W — 2,
Por otra parte
m—1
p(Z w) —p(2, z,) = (W — 2,) Z g (2", w)zl
=0

con g; holomorfas en un entorno de U,_; x V. Por tanto, si definimos

N [, w)g;(+, w)
aj(Z) o 2am |w|=e p(z’,w)

dw,

Y= D e i<m a;z), tenemos el resultado sobre la existencia.

Para la unicidad, supongamos que gp+r = 0 en U, _1 x V. Por tanto, si 2’ € U,_;
se tiene que p(z’, —) posee m ceros (contados con multiplicidades) en V. Por tanto,
r(2’, —) tiene al menos esos ceros; como es de grado < m, se tiene que r(2’, z,,) = 0;

como p # 0, por el principio de prolongacién analitica deducimos que ¢ =0. [
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Corolario 2.6. Supongamos que tenemos una igualdad f = qp con p polinomio
de Weierstrass de grado m y f polinomio en z,. Entonces q también es polinomio

en 2.

Demostracion. Con las hipdtesis tenemos, gracias al algoritmo de la divisién, una
igualdad f = gp + 7, con ¢, 7 polinomios en z, tales que el grado de 7 es menor
que m. La unicidad del teorema de division de Weierstrafl nos da el resultado. [J

3. GERMENES DE FUNCIONES
Sea a € C". Consideremos en el conjunto
Hol(a) :={f :U — Cla € U C C" abierto, f holomorfa}
la siguiente relacion de equivalencia:
f:U—=C ~ g:V = C<« IW abierto,ac WCUNVy fiw = gw.

Al conjunto cociente se le denota &, , y sus elementos son gérmenes de funciones
holomorfas en a; el representante de f se denotard f, (y en ocasiones f si no hay
posibilidad de confusién). &, ,, es de forma natural un anillo; de hecho es una C-
algebra (identificando C con los gérmenes de funciones constantes). Observemos
que cada elemento de &, , determina y es determinado por una serie convergente
en zy —as, . .., Z, — a,. Denotamos C{z; —ay, ..., 2, —a,} el anillo de dichas series
convergentes que es naturalmente isomorfo a &, ,,. Es claro que todos estos anillos
son isomorfos a 0,, := Oy, = C{z1,..., 2z, }.

Observemos que no podemos evaluar un germen en un punto vecino de a pero

si tenemos un epimorfismo natural ev, : 0,, — C tal que ev,(f,) = f(a).

Lema 3.1. 0, es es un dominio de integridad y una C-dlgebra local de ideal
mazimal m, el conjunto de los gérmenes que se anulan en el origen, i.e, ker ev,.

Demostracion. La condicién de dominio de integridad es consecuencia del principio
de prolongacién analitica. Observemos que si fy ¢ m, entonces hay un represen-
tante f que no se anula en un entorno de 0 y su inversa es una funcién analitica

g cuyo germen cumple fogo = 1. O
Fijemos las coordenadas; obtenemos asi una cadena de anillos
C=0yco,c---Cc0,,C0O,

que sera muy util. Muchas de las propiedades las probaremos por induccién, apro-
vechando que seran trivialmente ciertas en C; el paso 0,_; C 0}, vendra facilitado
por Oy_1]zx] v los teoremas de Weierstrafi.
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Ejemplo 3.2. Observemos que C = & es un cuerpo. Por otra parte, 0; = C{z}
es un dominio de ideales principales. Sus ideales propios son (2™), m > 1. En

particular, es noetheriano y factorial.

Con estos resultados y con los teoremas de Weierstrafl, vamos a probar que &,

es siempre noetheriano y factorial.
Proposicién 3.3. 0, es noetheriano.

Demostracion. Sea I un ideal no nulo de &,,. Sea 0 # f € I. Podemos suponer,
tras un cambio lineal de coordenadas, que f es regular y utilizando el teorema de
preparacién de Weierstrass, podemos suponer que f es un polinomio de Weierstraf.

Sea J := I N O,_1[z,]. Por hipdtesis de induccién, &, es noetheriano y por
el teorema de la base de Hilbert, también lo es &,,_1[z,]. Por tanto, J tiene un
sistema finito de generadores, que podemos suponer incluye f. Sea g € I. Por el
teorema de divisién de Weierstrass, g = qf + r, con r € J; por tanto, el sistema
de generadores de J lo es de [. O

Vamos a preparar el terreno para ver que €, es un dominio de factorizacion

Unica.
Lema 3.4. Sea p(z,) € O,,_1[z,) monico de grado m. Entonces:

(a) Si p es un polinomio de Weierstrafs, p es irreducible en O, si y solo si lo es
en O,_1|z,).
(b) Supongamos que p es irreducible en O, _1]z,]. Si p no es inversible en O,

entonces es de Weierstrafs.

Demostracion. Empecemos por (a). Supongamos que p es irreducible en &, y sea
p = qr una descomposiciéon en 0, _1[z,]. Por hipdtesis, uno de los dos debe ser
inversible en &, por ejemplo ¢. Evaluando en 2’ = 0, obtenemos que r debe ser
regular del mismo orden que p, lo que implica que ¢ es de grado cero en z, y, por
tanto, inversible también en &, _1[z,].

Supongamos ahora que p es irreducible en @,,_1[z,| y seap = fg, con f,g € O,,.
Como p es regular, también lo deben ser f y g, por lo que f = up;, g = vps con
u,v unidades en &, y p1,py de Weierstrafl. Por tanto, f = (uv)(p1p2); por (2.6),
se tiene que wv € 0, _1|z,]. Como p es irreducible en &,_1[z,|, podemos suponer
que p; o py es una unidad en 0,_4|z,] (y también en &,), luego f o g es unidad
en 0,.

Veamos ahora (b). Si p es ménico y no inversible, entonces p es k-regular con
0 < k < m. Podemos escribir p = ugq, con u unidad en 0, y q de Weierstraf}
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no inversible en &,. Por (2.6), u € 0,_1[z,], por lo que u también es unidad en
Oy—1|2n], luego es de grado cero, i.e., u = 1. O

Proposicién 3.5. 0, es dominio de factorizacion unica.

Demostracion. Sea f € m no nulo. Tras un cambio lineal de coordenadas, supo-
nemos que f es regular, luego f = up, u unidad, p de Weierstrafl. Por hipdtesis de
induccién, 0,1 es dominio de factorizacién unica y por el lema de Gauf}, también
loes O, _1[z,]. Por tanto, p = (¢1 ... ¢ )(¢r41 - - - ¢rvs), siendo todos los factores irre-
ducibles en 0,,_1[z,], mientras que de ellos, ¢i,...,q, son inversibles en &,,. Por
(3.4)(b), sabemos que @11, - . -, Gr4s son de Weierstraf. Sea v := u(q; .. . q,), inver-
sible en @,,. Por (3.4)(a), f =v - (Gr41---¢r+s) es una descomposicion irreducible
de f.

Veamos la unicidad; como antes suponemos f no nulo ni inversible y ademas
regular; sea f = upy...p, = vqi...qs donde ambas son descomposiciones en
unidad e irreducibles en @,,. Como f es regular también lo son todos sus factores.
Aplicando el teorema de preparacién de Weierstrafl, podemos suponer que p;, g;
son polinomios de Weierstrafl. Como son irreducibles en &, lo son en 0,_1[z,].
La igualdad p;...p, = (u"'0)qy ... qs, implica que u'v € 0, _1[z,]. Sus factores
irreducibles se deberain encontrar entre los p;, pero esto no es posible ya que son
de Weierstral y v~ !v es inversible en @,. Deducimos que u~'v es inversible en
Op—1|zn] y como es ménico, u = v. La unicidad de la descomposicién en &,,_1|z,]

nos permite concluir. U

4. CONJUNTOS ANALITICOS

Sea U C C™ un abierto.

Definicién 4.1. Diremos que A C U es un subconjunto analitico de A si Va € U

existe un entorno abierto V' C U de a, y funciones holomorfas fi,..., f.: V — C
tales que ANV =('_, f;1(0).

Observemos que un subconjunto analitico de U es cerrado en U. Del teorema
de preparacién de Weierstrafl y de (1.9) deducimos:

Proposicién 4.2. Sea A un subconjunto analitico de U. Entonces:

(1) A es denso en ninguna parte en U (es decir el interior de su clausura es vacio).
(2) Si f es una funcion holomorfa en U\ A localmente acotada en U, entonces f

se extiende holomorficamente a U.

Dado a € U definimos los gérmenes de espacios analiticos en a de la forma
evidente. Dado A analitico en U denotaremos A, (o A simplemente) el correspon-

diente germen.
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Definicién 4.3. Sea A = A, un germen de conjunto analitico en a. Diremos que
f € 0, se anula en A, si asi ocurre para representantes adecuados. Llamaremos

I(A) al conjunto de gérmenes que se anulan en A; es ficil ver que se trata de un

ideal de 0, ,, llamado el ideal de A,.

Proposicién 4.4. Sea I C 0, ,, un ideal. Sea f1,..., f. un sistema generador de
I; escogemos representantes en un abierto U comun. Sea A el subconjunto analitico
de U definido por estas funciones. El germen A, no depende de las elecciones, se

denota A(I) y se llama el germen analitico definido por I.

Demostracion. Basta tomar dos sistemas generadores de [, las expresiones de cada
uno de los sistemas en funcién del otro y escoger representantes en un abierto donde
todos estén definidos (generadores y coeficientes). O

Proposicién 4.5. Las operaciones A(I) e I(A) verifican:

(a) Si A, B son gérmenes de conjuntos analiticos, entonces AU B es germen de
conjunto analitico e [(AUB) = I(A)NI(B). En particular, si A C B, entonces
I(A) D I(B).

(b) Si I,J son ideales, entonces A(IJ) = A(INJ)=AI)UA(J), A(I+J) =
A(I)NI(J). En particular, si I C J, entonces A(I) D A(J).

(c) Si A es un germen de congunto analitico, A = A(I(A)).

(d) Si I es un ideal, I C I(A(I)).

(e) Si I es un ideal, A(I) = A(VT).

Demostracion. Las demostraciones de (a), (b) y (d) son triviales.

Si A es un germen de conjunto analitico, hay un ideal I tal que A = A([).
Claramente I C I(A), por lo que por (b), A = A(I) D A(I(A)). Por otra parte,
si g1,...¢- engendran I(A), por definicion A C A(g;). Por tanto, aplicando (a),
A(I(A)) =M=, A(gj) D A, por lo que tenemos (c).

Si I es un ideal, como I C /1, se tiene A(I) D AI). Sea fi,...,f. un

sistema generador de v/I; sea m € N tal que Ji" € I Vj. Entonces, A(\/T) =
A(fr,- o ) = AU - f1) D A(T), 1o que da (e). O

Recordemos que en el caso polinomial el teorema de los ceros de Hilbert nos
dice que I(A(I)) = v/I. Demostraremos este resultado mas adelante en el caso de

la geometria analitica.

Definicién 4.6. Diremos que un germen A de conjunto analitico es irreducible si

A= BUC con B,C gérmenes de conjunto analitico, implica A= B o A= C.
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Proposicién 4.7. Todo germen de conjunto analitico se descompone de forma
unica como union finita de gérmenes de subconjuntos analiticos irreducibles. Ade-

mas, A es irreducible si y solo si I(A) es primo.

Demostracion. Sila primera afirmacion no es cierta, podemos construir una cade-
na descendente estricta {A,,}men de gérmenes de subconjuntos analiticos. Como
A, = A(1(An)), se tiene que {I(A,,)}men es una cadena ascendente estricta de
ideales, lo que es imposible por ser &, , noetheriano.

Para la segunda afirmacién, si A es irreducible, sean f, g € 0,,, tales que fg €
I(A). Sean I} = I(A) + (f), Is = I(A) + (g). Como I(A) C I;, se tiene que
A=A(I(A)) D A(I;), por lo que A D A(l1) UA(Ls). Pero I1I, C I(A), por lo que
A=A(I(A)) C A(I,15) = A(I;) U A(L5). Por tanto, A = A(l;) U A(I3). Podemos
suponer que A = A(Iy), por lo que I(A) =I(A(l;) D L1y f € I(A).

Supongamos que A es reducible; entonces, A = BUC, A # B,C. Por tanto
I(A) C I(B),I(C), con inclusiones estrictas. Sean f € I(B)\I(A), g € I(C)\I(A);
entonces fg € I(A) e I(A) no es primo. O

5. IDEALES EN POSICION k-REGULAR

El objetivo es estudiar los gérmenes de conjuntos analiticos pero eso pasa por
una mejor comprensién de los ideales. En esta seccién trabajaremos en 0, es
decir, a = 0.

Definicién 5.1. Sea I un ideal de &,,; diremos que [ esta en posicién k-regular con

respecto a las coordenadas z1, ..., 2, st 0, NI = {0} y el monomorfismo inducido
Oy < O, = 0,/I induce en 0, una estructura de Oj-médulo de generacién
finita.

Observacion 5.2. Recordemos que si A C B es una inclusion de anillos, se dice
que B es entero sobre A si todo elemento de B es solucion de una ecuacién moénica
con coeficientes en A. Si B es una A-algebra finitamente generada entonces B es
entero sobre A si y solo si B es un A-moddulo finitamente generado. Ademas, en
esta situacion dim A = dim B, donde dim es la dimensién de Krull

En particular, en nuestro caso tenemos que 0, — 0, es una extensién entera
de anillos. Como dim 0}, = k, observamos que k es un invariante del ideal si este

se encuentra en k-posicién regular.

Lema 5.3. Sea I un ideal de 0,,. Se puede hacer un cambio lineal de coordenadas

de forma que I esté en posicion reqular.
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Demostracion. Si I = 0, estd obviamente en posicion n-regular. Si no, sea 0 # f €
1. Haciendo un cambio lineal de coordenadas, podemos suponer que es regular de
grado m, y multiplicando por una unidad, podemos suponer que f es un polinomio
de Weierstrafl de grado m.

Denotemos J := INO,_1|z,] y L := IN0O,_;. El teorema de divisiéon de Weiers-
trafl aplicado a f implica dos cosas: por una parte, la inclusién 0,,_1[z,]/J — O, /1
resulta ser un isomorfismo, y por otra &,_1[z,]/J es un &,_;/L-médulo de gene-
racion finita.

Por hipétesis de induccién, tras un cambio lineal de coordenadas (que no afec-
ta a z,), L estd en posicién k-regular: L N O = {0} vy Oy — 0O,_1/L induce
una estructura de @j-mddulo finito en &,,_;/L. Combinando ambos resultados,
obtenemos el lema. U

Supongamos ahora que I estd en posicién k-regular. Sea z; con j = k+1,...,n.
Como la extensiéon &), — 0, es entera y 0 es dominio de factorizacién unica,
deducimos que existe un tnico polinomio ménico p;(x) € Oklz] de grado minimo
y tal que p;(z;) méd I es nulo. Este polinomio esta caracterizado por ser ménico,
cumplir que p;(z;) € I y que si p(x) € O[x] cumple que p(z;) € I, entonces, p;(z)
divide a p(x).

Definicién 5.4. Sea I # 0 un ideal en posicién k-regular. Dado j =k +1,...,n
llamaremos a p;(z) el polinomio minimo de z; con respecto a I y a p;(z;) la

ecuaciéon minima de z; en /1.

Proposiciéon 5.5. Sea I # 0 un ideal en posicion k-regular y dado j = k+1,...,n,
sea p;(2;) la ecuacion minima de de z; en 1. Entonces pj(z;) es un polinomio de
Weierstraff en C{z,..., 2, 2;}. El grado d; de p; se llama el grado de z; con

respecto a I.

Demostracion. Es claro que p;(z;) es z;-regular de grado e < d;. Escribimos
pi(2;) = u;q;(%;), con u; € C{z,..., 2,2} unidad y ¢;(2;) € C{z, ..., 2, }[2]
de Weierstra3. Como u; es inversible, si ahora trabajamos en &, se tiene que
¢;j(z;) € I, por lo que e =d; y p; = g;. O

6. IDEALES PRIMOS EN POSICION FUERTEMENTE k-REGULAR

Sea p un ideal primo de &,,, que supondremos en posicion k-regular; en este
caso la extensién @) — @, es una extensién entera de dominios de integridad con
O, dominio de factorizacién tunica.

Sean .%; y %, los cuerpos de fracciones de 0} v 0,. La extensién de cuerpos
de %, C %, es finita y estd engendrada por las clases de zpi1,...,2, mod I.
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Recordemos que el teorema del elemento primitivo garantiza que esta extension
(que es separable) posee un elemento ¢ primitivo, es decir, { € .%, y se cumple
Fn = Fi[C]. Es més, este elemento primitivo se puede encontrar como sigue:
si Zp, = F[Ci,-..,G) y Si1,..., S, son subconjuntos infinitos de .%j, entonces,
existen s; € S; tal que se puede escoger ¢ = E;:1 5jC;. En nuestro caso, tomando
como sistema generador las clases de zxy1,...,2, méd [ y Sgy1 = --- =S5, =
C, podemos suponer que tras un cambio lineal de coordenadas z;,; mdd I es

elemento primitivo de la extension.

Definicién 6.1. Sea {0} # p un ideal primo de &,,. Diremos que p estd en posi-
cién fuertemente k-regular si estd en posicion k-regular y ademds 2,1 mod [ es
elemento primitivo de la extensién %, C %,.

A partir de ahora supondremos que p esta en posicién fuertemente k-regular.
Necesitaremos el siguiente resultado algebraico que nos habla de la existencia de

un denominador comun:

Proposicién 6.2. Sea A C B una extension finita (luego entera) de dominios de
integridad tal que A es dominio de factorizacion unica. Sea ¢ € B un elemento
primitivo de la correspondiente extension de cuerpos y sea p(x) € Alx] el polinomio

minimo de x. Denotemos 6 € A el discriminante de este polinomio. Entonces,

Vb € B, se tiene que 6b € A[(].

En nuestro caso, consideremos las ecuaciones minimas p;(z;) de z; con respecto
a p. Ya sabemos que son de Weierstral en C{z,..., 2, z;}. Ademds, por ser el
ideal primo el siguiente resultado es inmediato.

Lema 6.3. El polinomio p;(x) € O)[z] es irreducible y no posee factores mailtiples;
en particular, su discriminante en Oy es no nulo.

Definicién 6.4. Sea p un ideal primo en posicién fuertemente regular, k = dim &,,.
Llamaremos discriminante de p con respecto al sistema de coordenadas y lo de-
notaremos 0 al discriminante de py,1(x). Llamaremos grado de p con respecto al
sistema de coordenadas a diy; y lo denotaremos d.

Observemos que 6 € 0, \{0}. En particular § ¢ p. Sea j = k+2,...,n. Sabemos
que existe un tnico polinomio ¢;(z) € Ok[z] de grado < d tal que

02; = qj(zk+1) méd p.

Denotaremos R; := 0z; — q;(zk+1) € p. Denotemos q el ideal de &, engendrado
por p;(z;),j=k+1,....,n,y R;, 7 =k+2,...,n. Es claro que q C p.
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Proposiciéon 6.5. Eziste N € N lo suficientemente grande tal que Vf € p se tiene
que 0N f € q.

=42
de la divisién con respecto a p,(z,) tenemos que g, = fn(z,) méd q, con f,(z,) €

Oy—1|2n] de grado < d,,.
Utilizando R, existe g, 1 € O,_; tal que 6% f,(2,) = g,_1 méd q. De esta

Demostracion. Tomar N = d;. Denotemos g,, := f; utilizando el algoritmo

forma construimos una familia {(g;, f;(2;))}j_y, tal que:

s go=f,9,€0;sik+1<j<n.

fi(z;) € 0;_1]zj] de grado menor que d; si k+1 < j <n.
g; = fij(z;) méd qsik+1<j<n.

6% fi(z) = gj—1 méd qsik+2<j<n.

Deducimos que 6V f = fri1(2x41) méd q. Como q C py f € p tenemos que
frs1(zky1) € p. Por definicién de pyyq tenemos que pyyq(z) divide fiiq(z), por lo
que fr+1(241) € 9. O

Consideremos ahora el ideal t engendrado por pgi1(2k11), Rivoy- - -, Ra-
Lema 6.6. Vj =k +2,...,n se tiene que 6%p;(z;) € t.

Demostracion. Se siguen las mismas ideas que en la demostracién de (6.5). O

7. GERMENES DE CONJUNTOS ANALITICOS DE IDEALES PRIMOS

En esta seccién p es un ideal primo en posiciéon fuertemente k-regular y conser-
vamos las notaciones de la seccién anterior.

Fijemos ahora un €, > 0 tal que Vj = k+1,...,n, Af; x Al estd bien adaptado
a p;j(z;) en las coordenadas z1,..., 2, 2;. Sea U := A'; x A" % Con estos datos
podemos formar una base de entornos de 0 € C™.

Podemos suponer que en U se cumple:

= Estan definidos los elementos de un sistema de generadores hq, ..., h, de p.
" Drs1(2k41),- -5 Pn(z,) forman parte de este sistema.

» El germen de h; estd en Oglzii1, .. ., 20

= Estan definidos Ry,o,..., R, y también sus coeficientes cuando se escriben

en funcién de los h;.

» Estdn definidos los coeficientes para escribir el producto de 6™h; en funcién
de los generadores de q.

= Estén definidos los coeficientes para escribir el producto de §%p;(z;) en
funcion de los generadores de t.
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Por la eleccion de U, sabemos que Vz' € Af] , las d; raices de p;(z;) se encuen-
tran en Al. Denotemos A(p) el subconjunto analitico de U determinado por estos
generadores, A(q) el determinado por los generadores de q, A(t) el determinado

por los generadores de vy A(d) el asociado a § = 0.
Lema 7.1. La aplicacion continua w: A(p) — Af] es propia.

Demostracion. Dado z € A(p) denotemos 2z’ = 7(z). Basta probar que si {2 },,en
es una sucesion en A(p) tal que (2')™ — 2’ € A}, entonces existe una subsucesién
que converge en A(p); como A(p) es cerrado, basta ver que converge en U.
Tomando sucesivas subsucesiones, podemos suponer que z7" — z;, Vj = k +
1,...,n. A priori, z; € Zi, pero por continuidad, p;(z;).» = 0, con lo que z; € Al

v 2= (2, 2k41,-..,2n) € Uy es el limite de una subsucesién de {z"},,en. O

Lema 7.2. A(p) \ A(0) = A(q) \ A(6) = A(r) \ A(d); ademds, V2" € A\ A(0), se

tiene #m1(2') = d si el abierto U es lo suficientemente pequeno.

Demostracion. Probemos primero A(p)\ A(0) = A(q)\ A(J). Como q C p, tenemos
A(p) C A(q), por lo que tenemos C.

Sea ahora z € A(q)\ A(9). Consideremos h uno de los generadores de p. Sabemos
que 6Vh € g, por lo que §(2)Vh(z) = 0. Como 6(z) # 0, tenemos que h(z) = 0, por
lo que z € A(p) y ya estd. El razonamiento para probar A(q) \ A(0) = A(r) \ A(0)
es similar.

Fijemos ahora 2’ € AF\ A(9). Sea z = (2, 241, .. ., 2,) € 7 (). Sabemos:
" 241 €s una raiz de ppiq ().
w2 =qi(2e1)/0(2), j=k+2,...,n.
Por tanto, #771(2') < d, que es el grado de py,. Para comprobar la igualdad hay
que ver que si z = (2/, 2k41, k42, -+ -5 2n) € Ai; x C cumple las dos propiedades
anteriores, entonces z € U, es decir, |zj| <e,Vj=k+1,...,n.
Comencemos por j = k + 1. Por la eleccion de U, Aﬁ x Al estd adaptado a

Pra1(zkr1), por lo que, al ser z, 1 raiz de pryq, se tiene |zp41| < €.

Sea ahora j = k+2,...,n. Por (6.6), podemos expresar §%p;(z;) en funcién de
los generadores de ¢, de hecho, en funcién de pyi1(zk41) v R = 025 — qj(2k+41),
con coeficientes holomorfos en U. De hecho, dichos coeficientes son holomorfos
en A} x C"~* ya que son polinomiales en las tltimas variables. Por tanto, como
§(2") # 0, deducimos que z; es raiz de p;(z) y como antes concluimos que |z;| <
E. Il

Proposicién 7.3. Denotemos B := A(p)\ A(5). Entonces BNU es un subconjunto
analitico de U.
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Demostracion. Sea 2 € A} '\ A(0); consideremos un pequeio disco abierto V., de
2 en AF\ A(6). Es fécil ver que existen d aplicaciones holomorfas

ap: Ve = A 1=1,...d,
tales que Yw' € V,/ se tiene que

7 w') = {a ('), ..., aq(w’)}.

La eleccion de los indices es puramente arbitraria y no permite una definicién
global de estas funciones en AF\ A(9).

Consideremos como en el corolario (1.12) el espacio (C"*)4*1  con coordenadas

(x1,...,2q,v), ¥ la aplicacién holomorfa F : (C**)4t1 — C" tal que F~1(0) =
U?:r{v = x;} y F es simétrico en las d primeras variables. Esto nos permite

construir una aplicacion holomorfa
. k n—k r
G:AP\NA@G) x A" = C

tal que si w' € V. se tiene G(w',v) = F(a1(w'),...,aq(w),v). Para ello basta
tomar esta propiedad como definicion local y utilizar la simetria para ver que todas
las definiciones locales se pegan bien. Ademds, por construccién, G~1(0) = B.

Como G es una aplicacién polinomial en v, los coeficientes de sus coordenadas
son funciones holomorfas en A'; \ A(d) y por construccién son acotadas. Por tanto,

aplicando (4.2), deducimos que se pueden extender y de esta forma definimos una
extensién G : U = AF x A7F — C de G.

La proposicién quedard demostrada si probamos que BN U = Gfl(O). Como
B c G71(0) es obvio que BNU ¢ G(0).

Veamos el otro contenido. Sea (2/,v) € G(0). Si §(2') # 0, entonces (2/,v) €
B C BN U. Supongamos pues que §(2') = 0.

Consideremos una sucesion {(2')" }men en AL\ A(d) tal que (2)™ — 2’. Dado
m € N consideremos 27, ..., 2 € A" % dos a dos distintos, tales que ((2/)™, ) €
B. Recordemos que Yv € A" se tiene

GU((z")™v) =G((z")",v) = F(z", ..., 2}, v).

Tomando sucesivamente subsucesiones, y teniendo en cuenta que estamos ante
. —n—k .
conjuntos acotados, podemos suponer que x;" — x; € A, . Por tanto, se tiene
que:

0=G(Z,v) = lim G((z")",v) = lim F(z™, ..., 27 v) = F(z1,...,24,0).

m—ro0 m—ro0
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Este resultado implica que alguno de los x; es igual a v, por lo que tenemos que
para algin j se cumple((z)™, 27") — (2',v), con lo que (2, v) € BNU. Por tanto,
G~1(0) € BNU y ya tenemos el resultado. O

Corolario 7.4. A(p) = BnNU.

Demostracion. Sea S el germen de BN U en 0y sea T el germen de A(p) N A(6).
Hemos visto que Ag(p) = S UT. Por irreducibilidad, tenemos que Ay(p) es igual

a uno de los dos. Por la ultima afirmacién de (7.2), Ao(p) # 7', por lo que es igual
as. 0

Teorema 7.5 (Nustellensatz para primos). Sea p un ideal primo de O,,; entonces,
I(A(p)) = p.

Demostracion. Sea 0 # f € I(A(p)) un generador en un abierto U como en esta
seccién. Consideremos 6V f. Aplicando el teorema de divisién de Weierstrafl y el
algoritmo de la divisién como en (6.5), vemos que 6V f = g mdd q (mas bien,
modulo sus generadores), donde g = g(21,. .., 2k, 2k+1) € Ok[2k41] de grado menor
que d. Si 2 € Af; \ A(d), tenemos que g(2’, zx4+1) = 0 si también lo hace pg;. Por
cuestion de grados g se anula en Af; \ A(0) x Al y por densidad, en U. Por tanto,
SN f €p;como d ¢ pypesprimo, se tiene que f € p. O

Corolario 7.6 (Nustellensatz de Riicket). Sea I un ideal de O, ; entonces, se tiene

I(A(I) = VT

Demostracion. Sea I un ideal. Es un resultado conocido de algebra conmutativa,
que hay un nimero finito de primos minimales p1, . . ., p,. de entre los que contienen
alyqueVI= =1 pj- Se tiene:

T T

IA(D) = HAWD) = 1A b)) = T Ale2) = () 1A = (s = VT

J=1 J=1

g



