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@ Monodromia povo — dpour): recorrer una vez o recorrer
uniformemente

e B. Riemann, Beitrdge zur theorie der durch die gauss’sche
reihe f (e, B,7,x) darstellbaren functionen,
Abhandlungen der Koniglichen Gesellschaft der
Wissenschaften zu Gottingen 7 (1857), 3-32.

@ La monodromia describe fendmenos parametrizados por
un espacio base de manera que al realizar caminos
cerrados en dicho espacio base, los fendmenos sufren una
cierta transformacion.
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t — (cos(27t),sen(27t),t)

\N\ [

<~ D
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5t i={(z,y) ER| at 4y =1} = {2 €C| |2 =1},

\(\(

<~ D

St =R, exp(2v—1nt)—t+7Z:={t+k|kecZ}

E. Artal La monodromia



AN/

<~ D

k — k + 1 = monodromia; grupo Z.
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Ecuacioén diferencial
@) =a)ft)+p(t), «,B:V — C holomorfas,
V' C C abierto simplemente conexo

VxC—C (t,w)r fu(t), fw(to)=w fu solucién
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f'(t) =

. teC*

o~ =
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flity=1, tecr

t?

log®) (rexp(v/—10)) :=
logr4++/—10, 0¢€ (—m,m)
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flity=1, tecr

t?

log®) (rexp(v/—10)) :=
logr4++/—10, 0¢€ (—m,m)

logV) (rexp(v/—10)) :=
logr++/—160, 0 € (—0,27)
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Fw=1 tec

log(® (rexp(v/—10)) := log™) (rexp(v/—10)) :=
osr4VT0, 0 (—n) | logrv=T0, 06 (~0,2m)
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Fw=1 tec

log(® (rexp(v/—10)) := log® (rexp(v/—10)) :=
logr+v/=10, @€ (-mm) | logr+v/~16, 6 (-0,2m)
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Fw=1 tec

log(® (rexp(v/—10)) := log(M) (rexp(v/—10)) :=
logr++/—160, 0¢€ (—m,7) logr ++/—10, 6 € (-0,2m)
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Q Monodromia de cubiertas

© Monodromia de fibrados planos y ecuaciones diferenciales
© Monodromia en teorfa de singularidades

e Monodromia de trenzas
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Monodromia de cubiertas

e 71 (X ;xp) de un espacio topoldgico X.
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Monodromia de cubiertas

e 71(X;xp) de un espacio topoldgico X.

o mi(p) = w1 (R™) = my(drbol) triviales.
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Monodromia de cubiertas

e m1(X;x0) de un espacio topoldgico X.
o 71 (p) = w1 (R™) = 7y (arbol) triviales.
e m(S!;1) & Z: levantamiento de caminos.
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Monodromia de cubiertas

m1(X;x0) de un espacio topoldgico X.
m1(p) =2 w1 (R™) = 71 (arbol) triviales.

71(St; 1) = Z: levantamiento de caminos.

Teorema de Seifert-van Kampen: 71 (S™; 1) trivial,
w1 (grafo) = F,,
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Monodromia de cubiertas

1
2
X
3
V2 ¢ il
CHxXC DOy
Yo

G :=m1(Y;y0) es libre engendrado por 1, 72.
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Monodromia de cubiertas

1
2
X
3
V2 ¢ il
CHxXC DOy
Yo

G :=m1(Y;y0) es libre engendrado por 1, 72.
La monodromia p : G — X3 estd dada por p(7v1) :=(2,3) y

p(r2) == (1,2).
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Monodromia de cubiertas

Cubiertas y subgrupos

Cubiertas de un espacio X <+ Subgrupos de 71 (X ;x)
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Monodromia de cubiertas

Cubiertas y subgrupos
Cubiertas de un espacio X <+ Subgrupos de 71 (X ;x)

Casos patoldgicos: el circulo de Varsovia

I (5 I
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Monodromia de cubiertas

Cubiertas (no) ramificadas

Topologia Geométrica

@ M 3-variedad compacta orientada es cubierta de S3
ramificada a lo largo de un nudo (Hilden y Montesinos).

@ Thurston demostro la existencia de enlaces universales L:
toda variedad es cubierta ramificada a lo largo de L.

e Hilden, Lozano y Montesinos demostraron que el nudo
lasca, el enlace de Whitehead y los anillos de Borromeo
son universales

@ Este resultado permite extraer propiedades geométricas de
las 3-variedades
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Monodromia de cubiertas

Cubiertas (no) ramificadas

Geometria Algebraica

@ Se relacionan cubiertas con extensiones de cuerpos y
Teoria de Galois.

@ Se puede construir el grupo fundamental algebraico de
cualquier variedad algebraica (incluso en caracteristica p).
@ Las distintas inclusiones de cuerpos de niimeros en C

producen espacios lejanos con las mismas propiedades
algebraicas.
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Monodromia de cubiertas

Cubiertas (no) ramificadas

Teoria de Grupos

@ Teorema de Kurosh: Todo subgrupo de un grupo libre es
libre.

@ Algoritmo de Reidemeister-Schreier: Encontrar una
presentacion de un subgrupo de un grupo finitamente
presentado. jEfectivo!
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Monodromia de fibrados

Un fibrado es una aplicacion que localmente se comporta como
un producto.

Propiedades
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Monodromia de fibrados

Un fibrado es una aplicacion que localmente se comporta como
un producto.

Propiedades

@ Los fibrados sobre espacios contractibles son productos
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Monodromia de fibrados

Un fibrado es una aplicacion que localmente se comporta como
un producto.

Propiedades

@ Los fibrados sobre espacios contractibles son productos

@ Los fibrados sobre la circunferencia S! vienen definidos
por la monodromia geométrica.
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Monodromia de fibrados

@ La monodromia geométrica solo estd bien definida salvo
isotopia
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Monodromia de fibrados

@ La monodromia geométrica solo esta bien definida salvo
isotopia

@ La monodromia no determina el fibrado cuando la base es
mads complicada.
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Monodromia de fibrados

@ La monodromia geométrica solo esta bien definida salvo
isotopia

@ La monodromia no determina el fibrado cuando la base es
mds complicada.

@ Se pueden obtener condiciones de rigidez en la
monodromia cuando el fibrado tiene propiedades
suplementarias.
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Monodromia de fibrados

@ La monodromia geométrica solo esta bien definida salvo
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Monodromia de fibrados

@ La monodromia geométrica solo esta bien definida salvo
isotopia

@ La monodromia no determina el fibrado cuando la base es
mds complicada.

@ Se pueden obtener condiciones de rigidez en la
monodromia cuando el fibrado tiene propiedades
suplementarias.

o Fibrados vectoriales (simplécticos, hermiticos,
riemannianos,etc).

@ Provienen de la fisica: Se miden magnitudes vectoriales
con respecto a un sistema de coordenadas y se estudia
cOmo se comportan con respecto a los cambios de
coordenadas.
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Monodromia de fibrados

Fibrados planos

@ Son fibrados que admiten un concepto de derivacion
cercano al usual: existen secciones localmente constantes.
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Monodromia de fibrados

Fibrados planos

@ Son fibrados que admiten un concepto de derivacién
cercano al usual: existen secciones localmente constantes.
@ Dada un monodromia p : w1 (X;2) — GL(k;C) se
reconstruye el fibrado:
< k ~ ~ —1
XXG(C ’ (m7v)g = (m,(J’p(g )'U)v

donde X — X es la cubierta universal de X.
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Monodromia de fibrados

Fibrados planos

@ Son fibrados que admiten un concepto de derivacién
cercano al usual: existen secciones localmente constantes.

@ Dada un monodromia p : w1 (X;2) — GL(k;C) se
reconstruye el fibrado:

X xaCF,  (m,0)7:= (7, p(g")v),

donde X — X es la cubierta universal de X.
o Esta manera de presentar el fibrado, permite determinar
facilmente las secciones localmente constantes.
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Monodromia de fibrados

Fibrados planos

@ Son fibrados que admiten un concepto de derivacién
cercano al usual: existen secciones localmente constantes.

@ Con cartas cualesquiera, hay que resolver una ecuacion
diferencial

df1 fi
S B I
df Tk
cuya condicién de integrabilidad dw 4 w A w = O tiene
una interpretacion geométrica: la curvatura se anula.
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Monodromia de fibrados

@ La condicién se cumple siempre cuando la dimension de la
base es 1: superficies de Riemann.

@ Localmente obtienen ecuaciones diferenciales con
singularidades logaritmicas:

PO =250, teC = fH)=a

@ Problema 21 de Hilbert.
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Monodromia en teoria de singularidades

Elogio de los complejos

@ Lo complejo es simple: geometria algebraica real con
técnicas complejas.
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Monodromia en teoria de singularidades

Elogio de los complejos

@ Lo complejo es simple: geometria algebraica real con
técnicas complejas.

@ Razones histdricas: Cardano, Vieta y la ecuacion cubica.
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Monodromia en teoria de singularidades
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Monodromia en teoria de singularidades

Elogio de los complejos

@ Lo complejo es simple: geometria algebraica real con
técnicas complejas.

@ Razones histdricas: Cardano, Vieta y la ecuacion cubica.
@ Razones estéticas: teorema de Bézout.

@ Razones geométricas: superficies de Riemann.
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Monodromia en teoria de singularidades

Elogio de los complejos

Lo complejo es simple: geometria algebraica real con
técnicas complejas.

Razones histéricas: Cardano, Vieta y la ecuacion cubica.
Razones estéticas: teorema de Bézout.

Razones geométricas: superficies de Riemann.

Razones fisicas: ecuaciones de Cauchy-Riemann y
funciones armonicas.
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Monodromia en teoria de singularidades

Elogio de los complejos

@ Lo complejo es simple: geometria algebraica real con
técnicas complejas.

Razones histéricas: Cardano, Vieta y la ecuacion cubica.
Razones estéticas: teorema de Bézout.

Razones geométricas: superficies de Riemann.

Razones fisicas: ecuaciones de Cauchy-Riemann y
funciones armonicas.

@ Razones légicas: Principio de Lefschetz.
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Monodromia en teoria de singularidades

Singularidades aisladas

Hipersuperficies

f:U—C,donde0 € U C C"*!,n>1,y f(0) =0,
df(0) =0, df(z) #0siz #0,V := f~1(0).

+ < v

Aq:zy=0 Ag:y?—23=0 Eg:y%—z%=0 Eg:y%—x°=0
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Monodromia en teoria de singularidades

Singularidades aisladas

Hipersuperficies

f:U—C,donde0 € U C C"*, n>1,y f(0) =0,
df(0) =0, df(z) #0siz #0,V := f~1(0).

| —
-

Singularidad Eg de superficie: 2 4+ y3 4+ 2° =0

E. Artal La monodromia



Monodromia en teoria de singularidades

Singularidades aisladas

Hipersuperficies
f:U—C,donde 0 € U C C"",n>1,y £(0) =0,
df(0) =0, df(z) #0siz #0,V := f~1(0).

Singularidad superaislada de superficie: 2%z —y3 + 24 =0
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Monodromia en teoria de singularidades

Teoria de Milnor

° Bgn+2 bola euclidea, radio € centro O
e S2"*+1 esfera euclidea radio & centro 0
e Jgo > 0 tal que Ve € (0,e0] se tiene S h vV
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Monodromia en teoria de singularidades

Teoria de Milnor

B27+2 bola euclidea, radio & centro 0
S2nt1 esfera euclidea radio  centro 0
Jeo > 0 tal que Ve € (0,e0] se tiene S h V

K?n=1 .= 821NV variedad diferenciable orientada y
compacta: link

e 6 o ¢

K es un invariante abstracto, (S?"*!, K) invariante
encajado

(]
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Teoria de Milnor




Monodromia en teoria de singularidades

Monodromia I
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Monodromia en teoria de singularidades

Monodromia I

Picard-Lefschetz: monodromia y fibracién de Milnor de una
funcién de Morse
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Monodromia en teoria de singularidades

Monodromia II

e F?" esla fibra de Milnor, orientable compacta, OF = K.
e F'tiene el tipo de homotopia de un bouquet de p n-esferas.

@ El numero p nitmero de Milnor:

p = dime C{xo, .. fﬂn}/( o af)

oxg’  Oxn

@ Monodromia geométrica = monodromia entera
(racional, compleja) de f ¢* : H"(F;Z) — H"(F;Z)
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Monodromia en teoria de singularidades

Monodromia III

Teorema (Brieskorn, Deligne, Grothendieck)

La monodromia compleja de una singularidad aislada de
hipersuperficie verifica:

Q El polinomio caracteristico es producto de ciclotomicos, es
decir, sus raices son raices de la unidad

@ Los bloques de Jordan son de tamaiio k, k < n+ 1, salvo
para los correspondientes al valor propio 1, que son de
tamario menor o igual que n.
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Monodromia en teoria de singularidades

Monodromia III

Resolucion

Reemplazar la singularidad por una unién de espacios lisos
menos complicados que se cortan como hiperplanos
coordinados.

4

La monodromia se calcula a partir de la resolucion.
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Monodromia en teoria de singularidades

Monodromia y aritmética

e x:= (x0,21,...,%n); sea f(x) € Z[x]
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Monodromia en teoria de singularidades

Monodromia y aritmética

@ X = (x())xla' .. 7xn)’ Sca f(X) = Z[X]
e Estudiar f~1(0) C z"+1.
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Monodromia en teoria de singularidades

Monodromia y aritmética

@ X = (x())xla' .. 7xn)’ Sca f(X) = Z[X]
e Estudiar f~1(0) C Z"*+1.
@ pprimo, k € N

Ni:=#{x € (Z/ka>n+1 | f(x)=0 méd p*}.
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Monodromia en teoria de singularidades

Monodromia y aritmética

@ X = (x())xla' .. 7xn)’ Sca f(X) = Z[X]
e Estudiar f~1(0) C Z"*+1.
@ pprimo, k € N

Ni:=#{x € (Z/ka)nJrl | f(x)=0 méd p*}.

Nj,

(n+1)k
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Monodromia en teoria de singularidades

Monodromia y aritmética

@ X = (x())xla' .. 7xn)’ Sca f(X) = Z[X]
e Estudiar f~1(0) C Z"*+1.
@ pprimo, k € N

Ni:=#{x € (Z/ka)nJrl | f(x)=0 méd p*}.

o P(T) =3 ken (n+1)ka

@ Shafarevich y Borevich conjeturaron que P(T") es una
funcion racional en T'. Demostrado por Igusa mediante
técnicas de singularidades.
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Monodromia en teoria de singularidades

Monodromia y aritmética

@ X = (x())xla' .. 7xn)’ Sca f(X) = Z[X]
e Estudiar f~1(0) C Z"*+1.
@ pprimo, k € N

Ni:=#{x € (Z/ka)nJrl | f(x)=0 méd p*}.

o P(T) = Cpen s I

@ Shafarevich y Borevich conjeturaron que P(7") es una
funcion racional en 7'. Demostrado por Igusa mediante
técnicas de singularidades.

@ Funciones relacionadas: funciones zetas de Igusa,
topoldgica, motivica
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Monodromia en teoria de singularidades

Conjetura de la Monodromia (Igusa)

Para casi todo primo p, si sg es un polo de la funcion zeta de
Igusa, entonces exp(2+/ —17Rsg) es valor propio de la
monodromia en algiin punto complejo de f~*(0)

| A\

Conjetura de la Monodromia (Denef-Loeser)

Si sg es un polo de la funcion zeta topologica, entonces
exp(2+v/ —1msg) es valor propio de la monodromia en algiin
punto de f~1(0).

N
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Monodromia de trenzas

@ Riemann: estudio de funciones multivaloradas f en
X :=C\{z1,...,zr}.
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Monodromia de trenzas

@ Riemann: estudio de funciones multivaloradas f en
X =C\{z1,...,zr}.
@ Superficie de Riemann de f definida por: p : F,, — 33,

° ° (e o\%\%/g\% 0
>/
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Monodromia de trenzas

@ Riemann: estudio de funciones multivaloradas f en
X =C\{z1,...,zr}.
@ Superficie de Riemann de f definida por: p : F,, — 33,

. . %Wo

@ Zariski: funciones multivaloradas f en C?\ C.
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Monodromia de trenzas

@ Riemann: estudio de funciones multivaloradas f en
X =C\{z1,...,zr}.
@ Superficie de Riemann de f definida por: p : F,, — 33,

. . %Wo

@ Zariski: funciones multivaloradas f en C2\ C.
@ Problema: Calcular 71 (C?\ O).

E. Artal La monodromia



Monodromia de trenzas

@ Riemann: estudio de funciones multivaloradas f en
X =C\{z1,...,zr}.
Superficie de Riemann de f definida por: p : F,, — 3,

. . %Wo

Zariski: funciones multivaloradas f en C2\ C.
Problema: Calcular 71 (C?\ O).

@ Método de Zariski-van Kampen .
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Monodromia de trenzas

Curvas algebraicas

e m1(P?\ C) abeliano si C es lisa.
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Monodromia de trenzas

Curvas algebraicas

e m1(P2?\ C) abeliano si C es lisa.

e m(IP?\ O) abeliano si C es nodal: Zariski+Severi =
Conjetura de Zariski.
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Monodromia de trenzas

Curvas algebraicas

e m1(P2?\ C) abeliano si C es lisa.

e m1(IP?\ O) abeliano si C es nodal: Zariski+Severi =
Conjetura de Zariski.

@ Resuelta por Fulton y Deligne; Harris da validez a la
demostracion de Zariski.
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Monodromia de trenzas

Curvas algebraicas

e m1(P2?\ C) abeliano si C es lisa.

e m1(IP?\ O) abeliano si C es nodal: Zariski+Severi =
Conjetura de Zariski.

@ Resuelta por Fulton y Deligne; Harris da validez a la
demostracion de Zariski.

@ Chisini, Moishezon = Monodromia de trenzas
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Monodromia de trenzas

Curvas algebraicas

e m1(P2?\ C) abeliano si C es lisa.

e m1(IP?\ O) abeliano si C es nodal: Zariski+Severi =
Conjetura de Zariski.

@ Resuelta por Fulton y Deligne; Harris da validez a la
demostracion de Zariski.

@ Chisini, Moishezon = Monodromia de trenzas

@ Libgober, Kharlamov, Kulikov, Carmona.
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Monodromia de trenzas

El pentdgono
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Monodromia de trenzas

@ Una aplicacién abstracta intercambia los dos pentdgonos
respetando indices.
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Monodromia de trenzas

@ Una aplicacién abstracta intercambia los dos pentdgonos
respetando indices.

@ Una aplicacién proyectiva intercambia los dos pentdgonos
permutando indices.
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Monodromia de trenzas

@ Una aplicacién abstracta intercambia los dos pentdgonos
respetando indices.

@ Una aplicacién proyectiva intercambia los dos pentdgonos
permutando indices.

@ Un morfismo de Galois intercambia los dos pentdgonos
respetando indices (pero no se extiende a C).
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Monodromia de trenzas

@ Una aplicacién abstracta intercambia los dos pentdgonos
respetando indices.

@ Una aplicacién proyectiva intercambia los dos pentdgonos
permutando indices.

@ Un morfismo de Galois intercambia los dos pentdgonos
respetando indices (pero no se extiende a C).

@ Monodromia de trenzas = No hay homeomorfismo de [P?
que intercambie indices.
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Monodromia de trenzas
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Monodromia de trenzas

He dicho ...
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