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Objetivo (inalcanzable)
Comprender las funciones f : X → Y y los espacios f −1(y)

Estrategia necesaria
Acotar el problema.

t−1(0), t(x , y , z) = 5(x2 + y2)− (x2 + y2 + z2 + 1)2



Objetivo (inalcanzable)
Comprender las funciones f : X → Y y los espacios f −1(y)

Estrategia necesaria
Acotar el problema.

Restricciones
I Funciones polinómicas
I F : Rn → R, R = R,C,Q,Z,Fq, q = pn.
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F : Rn → R diferenciable, F (0) = 0, dF (0) 6= 0 =⇒ X := F−1(0) se
parece a Rn−1 cerca de 0.



Zoom sobre z = x2 + y2

Teorema (Teorema Función Implícita, versión light)
F : Rn → R diferenciable, F (0) = 0, dF (0) 6= 0 =⇒ X := F−1(0) se
parece a Rn−1 cerca de 0.

Definición
Una hipersuperficie X = F−1(0) es lisa en p ∈ X si dF (p) 6= 0; si
dF (p) 6= 0 se dice singular en p.



Discriminantes
Sea p(x) ∈ R[x ] de grado n, p(x) = anxn + an−1xn−1 + · · ·+ a1.
¿Cuándo tiene raíces múltiples?
I Podemos suponer an = 1.
I Podemos suponer an−1 = 0 (cambia x 7→ x − an−1
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Discriminantes
Sea p(x) ∈ R[x ] de grado n, p(x) = anxn + an−1xn−1 + · · ·+ a1.
¿Cuándo tiene raíces múltiples?
I Podemos suponer an = 1.
I Podemos suponer an−1 = 0 (cambia x 7→ x − an−1

n ).

La visión de Dalí.
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Borrando singularidades

Ejemplo
Curva de Trott:

144(x4 + y4)− 225(x2 + y2) + 350x2y2 + 81 = 0



Borrando singularidades

Teorema
Si C ⊂ P2(C) es de grado m es una superficie cerrada de género
(m − 1)(m − 2)

2 .



Reflexiones

I Es más fácil trabajar sobre C que sobre R (o sobre Q).
I Empezar con objetos singulares y deformarlos a objetos lisos:

estrategia de éxito.
I El Teorema de la Función Implícita sugiere que cuando hacemos un

zoom lo suficientemente grande todo lo liso se parece.
I ¿Qué ocurre con lo singular?

Ejemplo
Estudia

I y2 − x3 = 0
I y2 − x5 = 0
I y2 − x7 = 0
I y3 − x4 = 0
I −y6 +x5 +6x3y2−2xy4 +4x4−17x2y2 +4y4 +4x3 +4xy2−4y2 = 0
I −x7 + x6 − 4x5y − 2x3y2 + y4 = 0
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Polígonos de Newton
Para poder obtener estos dibujos utilizamos los polígonos de Newton.
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El caso complejo

I f : C2 → C, f (0) = 0
I Bε = {(x , y) ∈ C2 | |x |2 + |y |2 ≤ ε2}
I S3

ε = ∂Bε = {(x , y) ∈ C2 | |x |2 + |y |2 = ε2}
I Kε = S3

ε ∩ f −1(0)
I Milnor: la topología de Kε ↪→ S3

ε no cambia si ε no es lo
suficientemente pequeño

I R +∞→ S1, R2 +∞→ S2, R3 +∞→ S3

I Kε es un nudo (o un enlace) en R3 +∞
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y2 − x3 = 0



−y6 + x5 + 6x3y2 − 2xy4 + 4x4 − 17x2y2 + 4y4 + 4x3 + 4xy2 − 4y2 = 0



y2 − x5 = 0



y2 − x7 = 0



y3 − x4 = 0



Fig.

−x7 + x6 − 4x5y − 2x3y2 + y4 = 0



Fig.

−x7 + x6 − 4x5y − 2x3y2 + y4 = 0
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¿Qué se necesita para determinar la topología de una familia de rectas en
el plano?
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Configuraciones de rectas
¿Qué se necesita para determinar la topología de una familia de rectas en
el plano?

P2(C): iguales
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