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» F superficie compacta con
frontera

» 4 =dimc HY(F;C) =
dime C{x,y}/(%. £)

» p: F — F monodromia
geométrica (bien definida

) lf € Clxyt salvo isotopia)
Uy ZQED reducida > p*: HY(F;C) — H'(F;C)
l<nkexl
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Entorno del estrato p-constante

fr = f + tx%y



Hilo conductor |

Ejemplo
f=y5 4+ x*y2 4 x7
y:axg—l—...
y:bx%—l—...

Entorno del estrato p-constante
fr = f + tx%
Grafo de la resolucion
(N,I/) NE :vaIE(f)
ve = 1+ valg(dx A dy)

@ g
(52) (20,7) (14,5) (7,3)
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Monodromia

Teorema (Teorema de la monodromia)
f € C{x, y} reducida con r factores.

1. Los valores propios de p son raices de la unidad, i.e., A(t) (polinomio
caracteristico de p*) es un producto de factores ciclotémicos.

2. Los bloques de Jordan para un valor propio ( # 1 son de tamafio a
lo mas 2

3. La multiplicidad de 1 como valor propio es r — 1 y los bloques de
Jordan son de tamario 1.

Ejemplo f(x,y)

(2 —1)(t* - 1)(t - 1)
(B -=1)(t"-1)

» El valor propio —1 define un 2-bloque de Jordan.

> At) = =0+ )+ 1)+ 1)(t-1)
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Versidén analitica de la monodromia

Nimeros espectrales o exponentes (Steenbrink, Varchenko)
o

> 0<m < < <2, A(t) = [](t — exp (2iy))
j=1

» Spec(f) :=(m1,...,nu) (estructura de Hodge mixta)

» No cambian en el estrato u-constante.

» Los 2-bloques de Jordan inducen exponentes distintos.

Kashiwara, Malgrange
» Usando D-médulos (K) o Gauss-Manin (M):

» (C-espacio vectorial H de dimensién p
» Endomorfismo ¢ : H - H
> exp(—2imp) conjugado a p*

> b-exponentes: Br vector de las raices (con multiplicidad) del
polinomio caracteristico de ¢
» iCambia en el estrato u-constante!

» Los 2-bloques de Jordan inducen b-exponentes iguales.
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Operadores diferenciales

» Dls] anillo de operadores diferenciales

- v o o
P:Zzzfi%k(x’y)s,(axiaiyj’ f;,j,k(X,}/) GC{X,}/}

i=1 j=1 k=1

> C{x,y}[%,s] - f*, C{x,y} [}, s]-mbdulo libre de rango 1, con una
estructura natural de D[s]-mddulo.
> 0# {B(s) € C[s] | 3P € D[s] tal que P - f(x)*** = B(s) - f(x)*}
» El polinomio de Bernstein-Sato b¢(s) es el generador ménico;
s+ 11 be(s).

» Polinomio de Bernstein-Sato reducido bf(s) := br(s)

s+1

» bs(—s) polinomio minimo de .
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Algunas propiedades del polinomio de Bernstein-Sato

» Calculable: Gauss-Manin (M. Schulze), bases de Groebner
no-conmutativas (Levandovskyy, Martin-Morales) en Singular,
Asir.

> Geograffa de las raices de bs(—s):

O -y

S 2
——+---®

Ict Ict Ict Ict

» minSpec(f) = Ict, 1 > « exponente = « b-exponente.

» El estrato p-constante ¥ ¢ de f estd algebraicamente estratificado
por el polinomio de Bernstein.

> Problema 1: determinar el polinomio de Bernstein genérico bg™".

v

Problema 2: localizar los estratos donde salta.

» Propiedad de semicontinuidad superior de Varchenko cuando la
monodromia no tiene valores propios mdltiples (# 1)
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Integrales impropias: una variable

Hipdtesis
f Qg-analitica para x% in [0,1], f > 0 en (0,1], a,b € N, g € Qg[x, 5]
definida en [0,1] x C

1
selUcC+hy / F5(x)g(x, s) xas+b%
0

Conclusién
Z(s) meromorfa con polos en Q<o de orden 1y residuos algebraicos
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Integrales impropias: dos variables

Hipotesis
f €R[x,y], f >0en[0,1]%, a1, b1, a3, b0 €N

dx dy

selccC P—> // fs X y)Xa1S+b1yazs+b2 =

Conclusién
> 7Z(s) meromorfa con polos en Qg
» Orden de los polos a lo mas dos (uno casi siempre)

» Incluso si R — Qg los residuos pueden ser trascendentes.

Pregunta
iQué ocurre si f >0 en [0,1]?\ {(0,0)}? Estudiar f cerca del origen.
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Hilo conductor Il

f—y5—|—x4y2+X7
fo(x, y) =y +x“y2+x + tx%y, te@R 1

9= [[ e s [ ]

= // (14 x4 Ty o 1xy2)" Py sann XD
x»—>xy Xy

wus

dx d
7l y>—>x 3 / ( +y2+x+tX2y)5X2OS+351+452yﬁ277y =T11(s)+Z12(s)

X|—>x3 Xy

1
y=x2
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Teorema
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» Entonces, —« es raiz del polinomio de Bernstein-Sato.
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Y |(x.y)

1 ut+v—1rs ut+v—1rs
A A / pi-2, 81 07 F
0 8X”*16y"|(1,y) ] Oxu— 18_)/ I(x

(b1-1)

dxd y>



Estrategia

1,1 1,1
1
— £SxB1=1B2=1 gy el — //p,f5+1 Br=1y,B2=1 s ef
jﬁhﬁz(s) AA X y xay br(3) Jo Jo X y Ixdy

Teorema

> a€Qso
—a polo de Js, p,(s) con residuo trascendente.

| 4
> Js;.8(s), Bi > 1, es holomorfa en —(a — 1)
» Entonces, —« es raiz del polinomio de Bernstein-Sato.

Idea de la demostracion.

holomorfa o

2° factor de RHS ) . )
polo simple con residuo algebraico

LHS polo simple con residuo trascendente —>
2° factor de RHS holomorfo + 1 factor de RHS polo simple
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Conjetura de Yano

Grafo dual de un germen irreducible

(Ny,v1) (Nay 1) (Ng—1,vg-1)  (Ng,vg)

° dai an dg—1 ag
(Ng, o) p1 P2 Pe-1 | Pg
(Mg, v1) (N3, 13) (Ng_1,v5_1) (N, L)

Conjetura de Yano
Br para f genérico en el estrato u-constante con grafo de resolucién
como arriba estd formado por los exponentes de los monomios de R(t)

(contados con multiplicidad).
v
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Hilo conductor IV (1} {5 . 9 11 13

40 [2) 40 140 14014014
Grafo dual (N,v) N = valg(f)
lyE =1+ valg(dx A dy)
e
(5,2) (20,7) (14,5) (7, 3)
79 1 13 7 17 9 19 21 11 23 5 13
20 ° 20° 720’20’ 13- 2 10 2050010553 1o
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lyE =1+ valg(dx A dy)
e
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7 9 1 13 7 17 9 19 21 11 23 5 13
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{1} {1%7%’147147147..}
Grafo dual (N,v)

NE = vaIE(f)
ve =1+ valg(dx A dy)
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(5,2) (20,7) (14,5) (7,3)
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Grafo dual (N,v) Ng = valg(f)

ve =1+ valg(dx A dy)
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Grafo dual (N,v) Ng = valg(f)
lI/E =1+ vaIE(dx A dy)
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ve =1+ valg(dx A dy)
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Grafo dual (N,v)
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Grafo dual (N,v) Ng = valg(f)
lI/E =1 +vaIE(dx A dy)

_ 385
t# —308 (5’.2) (20,7) (14,5) (77.3)
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Sobre la Conjetura de Yano

Teorema (Pi. Cassou-Nogués, M. Saito)
La Conjetura de Yano es cierta para singularidades con un par de Puiseux.

Teorema (A—Cassou-Nogués—Luengo—Melle)

La Conjetura de Yano es cierta para singularidades con dos pares de
Puiseux sin valores propios miiltiples en la monodromia.
Observaciones

1. Hay que permitir dominios de integracién mas generales
(relacionados con los pares de Puiseux)

2. Uso de los pesos en las integrales (raices aproximadas)

3. {Exponentes de Yano} = A; U A,, empezando por %’j (con
denominadores N;), j =1,2

4. Aj = Aj1 U Ajp; descomposicién asociada al semigrupo.

5. o€ Ajp = be(—a) = 0, Vf en el estrato p-constante

6. a € Ap = b&"(—a) = 0 (usando la semicontinuidad superior de
Varchenko)

7. a € Ajp = no es raiz para algin f, en el estrato p-constante

@
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Futuro

Préximos pasos

1. Estudiar el caso de valores propios mdltiples: funciona en el caso
mas simple.

2. Extender la conjetura al caso reducible

3. La extensién natural podria funcionar si la valencia maxima en el
grafo de resolucién es 3.

4. Cassou-Nogueés ya lo probd para curvas Newton no degeneradas (sin
exponentes repetidos # 1)
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