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Cubiertas cíclicas
Definición

▸ X,Y variedades (cuasi-proyectivas) f ∶X → Y holomorfa.
▸ µd actúa holomórfica y fielmente en Y , X = Y /µd.
▸ Salvo transformación birracional.
▸ D = ∑

i∈I
miDi ∈ Div(X) divisor de ramificación.

Versión del topólogo

▸ ρ ∶H1(Xreg ∖D;Z) Ð→ Z/d
▸ ρ(µDi

) =mi (en general no basta para determinar ρ y f).

Versión del geómetra

▸ D ∼ dH Ô⇒OX(D) ≅ OX(H)⊗d.
▸ {(x, z) ∈ OX(H) ∣ sD(x) = zd} Ð→X modelo birracional de la

cubierta.
▸ D ∼ dH puede tener varias soluciones.
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Ejemplos en curvas

Ejemplo

▸ γ1, . . . , γr ∈ C ⊂ P1 C ∶=
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
yd =

r

∏
j=1

(x − γi)mi

⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭
Ð→ P1.

▸
r

∑
i=1
mi ≡ 0 mód d gcd(d,m1, . . . ,mr) = 1.

▸ H1(P1 ∖ {γ1, . . . , γr}) → Z/d µγi
↦mi mód di.

▸ D =
r

∑
i=1
mi⟨γi⟩ H = degD

d
⟨∞⟩.

▸ Riemann-Hurwitz: g(C) = 1 + d r − 2
2

− 1
2

r

∑
i=1

gcd(d,mi).

▸ Funciones zeta: ∆(t) = (t − 1)2(td − 1)r−2

r

∏
i=1

(tgcd(d,mi) − 1)
.

▸ d = 4, mi = (1,1,1,1), g(C) = 3, ∆(t) = (t + 1)2(t2 + 1)2.
▸ d = 4, mi = (1,1,3,3), mismo resultado.
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mi ≡ 0 mód d gcd(d,m1, . . . ,mr) = 1.

▸ H1(P1 ∖ {γ1, . . . , γr}) → Z/d µγi
↦mi mód di.
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Esnault-Viehweg

Teoría de Hodge
H1(X;C) ≅H1(X;OX) ⊕H0(X; Ω1

X), H1(X;OX) ≅H0(X; Ω1
X).

Teorema (Esnault, Viehweg)

▸ X C-variedad lisa, D cruces normales simples
▸ π ∶ Y →X cubierta cíclica (d,D,H) D ∼ dH
▸ σ ∶ Y → Y generador de Autπ, ζd = exp 2iπ

d

▸ Hl ⊂H1(Y ;OY ) subespacio ζld-propio de σ∗.

Ejemplo

▸ d = 4, mi = (1,1,1,1), ∆HEV(t) = (t + 1)(t + i)2

▸ d = 4, mi = (1,1,3,3), ∆HEV(t) = (t + 1)(t2 + 1)
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Singularidades de hipersuperficie
▸ (V,0) ⊂ (Cn+1,0), sing. aislada de hipersuperficie, V = F −1(0).

▸ π ∶ (X,E) → (Cn+1,0) morfismo propio, resolución encajada.
▸ D = π∗(V ) = ∑

i∈I
miDi divisor con cruces normales simples.

▸ Normalización semiestable (Steenbrink), e = lcm(mi, i ∈ I):

(Z,EZ) (Y,EY ) (X,E)

(Cn+1,0) (Cn+1,0)
t te

ν

π○F

▸ EX ≅ EY , EZ → EX cubiertas cíclicas de las componentes.
▸ Sucesión espectral de Steenbrink:

▸ Determina la Estructura de Hodge Mixta (y acción de la
monodromía);

▸ Degenera en E2.
▸ En E1: cohomologías de componentes de EZ .
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Ejemplos de normalización semiestable: curvas

Ejemplo
A’Campo: (y2 − x3)(y3 − x2) = 0.

4 55 1010

11

g = 2

∆HEV = (t − ζ7
10)(t − ζ9

10)



Ejemplos de normalización semiestable: superficies

Ejemplo (Singularidades superaisladas)

fd + fd+1 + ⋅ ⋅ ⋅ = 0 SingP(fd = 0) ∩ (fd+1 = 0)P = ∅
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▸ H = nS +mF .
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Cohomología de P1 × P1

b = 0

a = 0

H0

H2 H1

H1

H0 =H1 =H2 = 0

χ(OP1×P1(aS + bF )) = (a + 1)(b + 1)
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2 2

5
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SingP(fd = 0) ∩ (fd+k = 0)P = ∅
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Explosiones ponderadas y Q-resoluciones
Singularidades de Yomdin: fd + fd+k + ⋅ ⋅ ⋅ = 0,
SingP(fd = 0) ∩ (fd+k = 0)P = ∅

C

E

A1 ArF

G1

Gs

. . . . . .S

1
d1

(1, q1) 1
dr

(1, qr)

1
d1

(1,−q1) 1
dr

(1,−qr)

E2 = 0 C2 = 0 A2
i = 0

diAi ∼ F Gj ∼ kC ∼ kE
▸ Cl(H) =?
▸ H∗(S;OS(D)) =?



Esnault-Viehweg con singularidades cociente

Teorema (A-Cogolludo-Martín)
▸ X superficie proyectiva con singularidades cocientes cíclicas,
▸ π ∶ Y →X cubierta cíclica (d,D,H), D ∼ dH
▸ D cruces Q-normales simples,
▸ σ ∶ Y → Y generador de Autπ, ζd = exp 2iπ

d

▸ Hl ⊂H1(Y ;OY ) subespacio ζld-propio de σ∗.

Hl ≅H1(X;O(L(l))), L(l) = −lH +∑
i∈I

⌊ lmi

d
⌋Di.

Invariantes numéricos

L(l) ⋅B = −∑
i∈I

{ lmi

d
}(Di ⋅B)
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Falso P1 × P1 asociado a una cubierta cíclica de P1

Cubierta cíclica de P1

▸ d1, . . . , dr ∈ Z>1, 0 < qi < di, gcd(di, qi) = 1, α ∶=
r

∑
i=1

qi
di

∈ Z.

▸ k ∶= lcm(d1, . . . , dr) D ∶= k
r

∑
i=1

qi
di

⟨γi⟩ H = α⟨∞⟩.

▸ τ ∶ G→ P1 cubierta cíclica (k,D,H), χorb =
r

∑
i=1

1
di
+ 2 − r ∈ Z [1

k
].

▸ η ∶ G→ G generador de Aut τ .

Falso P1 × P1

(1 mód k) ⋅ (p, z) (η(p), ζ−1
k z)

τ(p) [(p, z)] zk

P1 S ∶= (G × P1)/(Z/k) P1

G × P1 Z1 × P1

(p, z) (τ(p), zk).

πS

πG

τ2
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(1 mód k) ⋅ (p, z) (η(p), ζ−1
k z)

τ(p) [(p, z)] zk

P1 S ∶= (G × P1)/(Z/k) P1

G × P1 Z1 × P1

(p, z) (τ(p), zk).

πS

πG

τ2



Falso P1 × P1 asociado a una cubierta cíclica de P1

Cubierta cíclica de P1

▸ d1, . . . , dr ∈ Z>1, 0 < qi < di, gcd(di, qi) = 1, α ∶=
r

∑
i=1

qi
di

∈ Z.

▸ k ∶= lcm(d1, . . . , dr) D ∶= k
r

∑
i=1

qi
di

⟨γi⟩ H = α⟨∞⟩.

▸ τ ∶ G→ P1 cubierta cíclica (k,D,H), χorb =
r

∑
i=1

1
di
+ 2 − r ∈ Z [1

k
].

▸ η ∶ G→ G generador de Aut τ .

Falso P1 × P1
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Grupo de clases y divisor canónico
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Cl(S) ≅ Z2 ⊕
h

⊕
i=1

Z/mi, 1 ≤ h < r, mi−1 ∣mi, mh = k,

h

∏
i=1
mi =

d1 ⋅ . . . ⋅ dr
k

T ∶= E −C de orden k.

Divisor canónico

KS ∶= −(C +E) + (r − 2)F −
r

∑
i=1
Ai.

Ejemplos

1. (di) = (
n veces
³¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹·¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹µ
k, . . . , k), # Tor Cl(S) = kn−1.

2. (p, q, r) coprimos dos a dos, (di)=(qr, pr, pq), # Tor Cl(S)=pqr=k.
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Cubiertas horizontales

Cubierta asociada a (d, D, H), D = cC + eE +
s

∑
j=1

gjGj

1. H ∼ γC + ηE + T ′ D ∼ γC + ηE dT ′ ∼ 0

2. T ′ ∈ Tor Cl(S) mT ′ ∈ ClH(S) ⇐⇒mT ′ = 0 ordT ′ = d
t
.

3. c = dγ + kc̃ e = dη + kẽ c̃ + ẽ +
s

∑
j=1

gj = 0

4. n ∶= gcd(d, c, e, gj) = gcd(d, kc̃, kẽ, gj) = gcd(d, kẽ, gj).
5. (πn)∣ ∶ π−1

n (E) Ð→ E cubierta intermedia de orden n.
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F Ai P1 D = (c̃, ẽ, g1, . . . , gs)
z zdi zk

t∶1 t∶1 t∶1π̂t



Cubiertas horizontales

Cubierta asociada a (d, D, H), D = cC + eE +
s

∑
j=1

gjGj

1. H ∼ γC + ηE + T ′ D ∼ γC + ηE dT ′ ∼ 0
2. T ′ ∈ Tor Cl(S) mT ′ ∈ ClH(S) ⇐⇒mT ′ = 0 ordT ′ = d

t
.

3. c = dγ + kc̃ e = dη + kẽ c̃ + ẽ +
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