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1. Historia

» Aparece implicito en el método de O. Zariski
(1929) [ ] vy E.R. van Kampen (1933) [ ] (3)
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1. Historia

» Aparece implicito en el método de O. Zariski
(1929) [ ] vy E.R. van Kampen (1933) [ ] (3)

» Aparece explicitamente en O. Chisini (1937) [ ]:
fascio charatteristico
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1. Historia

= Aparece implicito en el método de O. Zariski
(1929) [ ] vy E.R. van Kampen (1933) [ ] (3)

= Aparece explicitamente en O. Chisini (1937) [ I:
fascio charatteristico

» Desarrollado por B. Moishezon (1981) [ ] (y M.
Teicher)
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2. Preliminares

(C,L,P) es una terna tal que:

> C C P? curva proyectiva,

> I, recta no contenida en C
> P e L.
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(C,L,P) se dice horizontal de grado d si podemos
elegir coordenadas [z :y: z] tales que:
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(C,L,P) se dice horizontal de grado d si podemos
elegir coordenadas [z :y: z] tales que:

e L={z=0}
e P=[0:1:0]
e C={f(x,y,2) =0}, con:
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(C,L,P) se dice horizontal de grado d si podemos
elegir coordenadas [z :y: z] tales que:

e L={z=0}
e P=[0:1:0]
e C={f(z,y,2z) =0}, con:

f(xaya 1) — yd + f1<x)yd—1 T+t fd—1<x)y + fd(il'),
filx)eClz], j=1,...,d.
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3. Definicion
x C?:=P?\ L con coordenadas (z,y)

* C = CNC?
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3. Definicion
x C?:=P?\ L con coordenadas (z,y)
< Cff-—CcnC2

*x 7 (C%C" - C, m(z,y) ==z
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3. Definicion
x C?:=P?\ L con coordenadas (z,y)
< Cff-—CcnC2
* 7 (C?C) - C, m(z,y) ==

* P :={x,...,z,} C C es el conjunto de elementos
z € C tales que #r'(2)NC3¥ < d, Cc:=C\ 2.
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*xV .= {p(t) € C[t] | p unitario de grado d}, identifi-
cado con el producto simétrico de d copias de
C.

x D :={p(t) e V | p tiene raices multiples}.
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xV = {p(t) € C[t] | p unitario de grado d}, identifi-
cado con el producto simétrico de d copias de
C.

x D :={p(t) e V | p tiene raices multiples}.
% f define f:Cc — V\D tal que f(z) = f(z,t,1);

los elementos de V \ D se identifican con los
conjuntos de d puntos distintos de C.

x % € Co y denotamos y* := f(x).
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Monodromia de trenzas de (C, L, P):

Pa'gina 8 ®/nicio e®Anterior ®Siguiente ®Ir a la pagina... e e \Volver ®Pantalla Completa ®Cerrar ®Salir



Monodromia de trenzas de (C, L, P):

= f,
fe: m(Ceix) — m(V \ D;y*)

By
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4. Interpretacion

m1(Ce; %) €s un grupo libre con una familia especial
de bases (geométricas)

o
V4 73 V2 71

Figura 1: Base geométrica

& Cada lazo es meridiano de un punto de 2.

P a’g TERY ®/nicio ®Anterior ®Siguiente ®Ir a la pagina... ® ®\/olver @ Pantalla Completa ® Cerrar ®Salir



4. Interpretacion
m(Ce; %) €s un grupo libre con una familia especial
de bases (geométricas)

®

V4 73 V2 71

Figura 1: Base geométrica

& Cada lazo es meridiano de un punto de 2.

& .-...-7 es el borde de un gran disco geométrico.
En particular su inverso es meridiano de ~c.
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By~ se identifica con el grupo de trenzas
By = B—l,...,—d

mediante una (camino en V\ D) de —1,...,—d
ay’.
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By~ se identifica con el grupo de trenzas
By:=DB_1. _4

mediante una (camino en V\ D) de —1,...,—d
ay’.

Monodromia de trenzas

4

Un elemento de B
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By+ se identifica con el grupo de trenzas
By:=DB_1. 4

mediante una (camino en V\ D) de —1,...,—d
ay’.

Monodromia de trenzas

4

Un elemento de B

La definicion clasica pasa por elecciones genéricas
de L y P.
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5. Otra interpretacion
¢ Curva fibrada ¢¥:=Cu ¥, £ :=J;_{r=umz},
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5. Otra interpretacion
$ Curva fibrada ¢¥:=Cu ¥, £ :=J;_{r=umz},

O X :={(z,y) € Clz # z1,..., 2}
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5. Otra interpretacion
¢ Curva fibrada ¢¥:=Cu ¥, £ :=J;_{r=umz},

O X¢:={(z,y) € Clz # x1,..., 2}

O w? i (X?,CPN XY¥) — Ce par fibrado de fibra (C,y")
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5. Otra interpretacion
$ Curva fibrada ¢¥:=Cu ¥, £ :=J;_{r=umz},

O X¢:={(z,y) € Clz # z1,..., 2}
O wf o (X¥,C¥ N XY¥) — Ce par fibrado de fibra (C,y")

$ By = By clasifica estos fibrados
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5. Otra interpretacion
¢ Curva fibrada ¢¥:=Cu.?¢, £ =, {r=uwz},

& X2 = {(z,y) € Clz # z1,..., 2}
O P (X¥,C¥ N X¥) — Ce par fibrado de fibra (C,y")
¢ By« = B, clasifica estos fibrados

$ En m(C\y* M), M >0, tenemos también el con-
cepto de bases geométricas
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By« = B, actua sobre m(C\y*; M) respetando las bases
geomeétricas

Tipg Ti

N

t V=) \

Li+1 Ti—1
0;

Figura 2: Generador del grupo de trenzas

9 __ . T __ . , h-— b—l
i = Hit+1 i1 = Hit1 * [ a * 0= aba
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Sucesion exacta larga de homotopia

1 — m(C\y* M) — 7 (C*\ C¥ (x, M) (Ce; %) — 1
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Sucesion exacta larga de homotopia

1 — m(C\y* M) — 7 (C*\ C¥ (x, M) (Ce; %) — 1

R = x> 0 tal que z; < R; fijar base geomeétrica
T,y de m(Ce; %)
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Sucesion exacta larga de homotopia

1 — m(C\y* M) — 7 (C*\ C¥ (x, M) (Ce; %) — 1

R = x> 0 tal que z; < R; fijar base geomeétrica
T,y de m(Ce; %)

M > 0 tal que f(z,y) =0Y |z|] <R = |yl < M; fijar
base geométrica p,...,pqs de m(C\y* M)
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Sucesion exacta larga de homotopia

1 — m(C\y* M) — 7 (C*\ C¥ (x, M) (Ce; %) — 1

R = x> 0 tal que z; < R; fijar base geomeétrica
T,y de m(Ce; %)

M > 0 tal que f(z,y) =0Y |z|] <R = |yl < M; fijar
base geométrica p,...,pqs de m(C\y* M)

Elevar ~vy,...,v a 91,...,% en Cx {M}.
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Sucesion exacta larga de homotopia

1 — m(C\ ¥ M) — m(C>\ €% (%, M)) =57 (Ce; %) — 1

R = x> 0 tal que z; < R; fijar base geométrica
T,y de m(Ce; x)

M > 0 tal que f(z,y) =0Y |z|] <R = |yl < M, fijar
base geométrica py,...,puqs de m(C\y* M)

Elevar ~vy,...,v a 91,...,% en Cx {M}.

Tenemos un retracto compacto salvo homotopia de
C2\ C¥. Ver figura
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Figura 3: Polidiscos adaptados y conjugacion
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Para tener una presentacion de m(C*\ C¥;(, M)) ne-
cesitamos calcular x”.Ver figura
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Para tener una presentacion de m(C*\ C¥;(, M)) ne-
cesitamos calcular x”.Ver figura

7-‘-1(@2\690;(*7]\4)) :<:u17'-'7:ud7:>/17"'7ﬁ/7” :

W= =1 d j=1,. ..

ﬁ
— T~

(1)+ Teorema de Seifert-Van Kampen

4
Teorema de Zariski-Van Kampen

(a) % = 1 (para las rectas de .2).
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Para tener una presentacion de m,(C*\ C¥; (%, M)) ne-
cesitamos calcular x”.Ver figura

T (C\C? (%, M) = (p1, s it F1s - Fr

M?j:u.vw,z':l,---adv j:1,...,r>

7

(1)
(1)+ Teorema de Seifert-Van Kampen
J
Teorema de Zariski-Van Kampen
(a) % =1 (para las rectas de .%).
(b) En el caso proyectivo y genérico jg:-...-p =1

(recta del infinito).
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6. Ejemplo

Sea C c P?* de grado 6, Sing(C) = {Eg, A7, Az, Ay, A}, Se
tiene:
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6. Ejemplo

Sea C c P?* de grado 6, Sing(C) = {Eg, A7, Az, Ay, A}, Se
tiene:

O C=C°ult, ¢ curva irreducible de grado j
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6. Ejemplo

Sea C c P?* de grado 6, Sing(C) = {Eg, A7, Az, Ay, A}, Se
tiene:

O C=C°ult, ¢ curva irreducible de grado j
$ Sing(C°) = {Es, Ag, Ay}
& €N CL = {P,, P} C C°\ Sing(CY), (C°-CY)p, = j
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6. Ejemplo

Sea C c P* de grado 6, Sing(C) = {Eg, A7, Az, Ay, A}, Se
tiene:

O C=C°ult, ¢ curva irreducible de grado j
<> Slng(c5) — {E67A37A2}
& C5NCY = {Py, P} C C°\ Sing(C%), (C°-CY)p, = j

C es proyectivamente equivalente a (3, 5° =2, de
ecuacion fs(z,y, z)gs(z,y,2) =0 y C NO €s proyectiva-
mente equivalente a C_ 5
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6. Ejemplo

Sea C c P* de grado 6, Sing(C) = {Eg, A7, Az, Ay, A}, Se
tiene:

O C=C°ult, ¢ curva irreducible de grado j
<> Slng(c5) — {E67A37A2}
& C5NCY = {Py, P} C C°\ Sing(C%), (C°-CY)p, = j

C es proyectivamente equivalente a (3, 5° =2, de
ecuacion fs(z,y, z)gs(z,y,2) =0 y C NO €s proyectiva-
mente equivalente a C_ 5
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fo(z,y, 2) =922 + (303 — 216 B) yz*x® + (—636 + 450 B) yzx3+
+ (=234 8+ 331) yz* + (—18 8 + 27) zz* + (18 B — 26) =°,

10449 3645 432 297
gs(x,y, 2) ==y + — 6 z+ ——+75 x.

196 98 7
(2)
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fa(z,y, 2) :==y*2° + (303 — 216 B) yz*x* + (—636 + 450 B) yzx>+
+(—234 8+ 331) yz* + (—18 8 + 27) zz* + (18 B — 26) =°,

: WA 049 3645 N (432 207
€T 2 = — < — — xZT.
9o\L Y5 2) =Y 196 98 7 7

(2)

Los dibujos reales de estas curvas permite calcular
las monodromias de trenzas asociadas a las ternas
(Cs,L,P) ya que el discriminante con respecto a y
solo tiene soluciones reales. Ver [ ].

En los dibujos las lineas discontinuas representan
las partes reales de las soluciones complejas conju-
gadas.
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Curva Cﬁ
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Curva Cﬁ

7 0
-
e
h
e
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Curva Cﬁ

7 0
7’ e 0
e

r

e
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Curva Cﬁ

-

\

7 0
Wi rinof
NG

T3

e

CE
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Curva Cﬁ

-

\

7 0
e rino?
V2 4

V3 P
e

W?
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Curva Cﬁ

-

\

NG) 8
T = 09
V2 4 2
Vo = 09 * 04
V2 4
V2
Y4
V2
¥s
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Curva Cﬁ

-

\

NG 8

T = 09
V2 4 2

Vo = 09 * 04
V2 4 3
V2

Y4
V2

¥s
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Curva Cﬁ

-

\

V2 8
T = 09
V2 4 2
0oNat 09 * 04
75/5 — 0501 * O
V2 4
Y. 0901
V2
Vs
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Curva Cﬁ

-

\

V2 8
T = 09
V2 4 2
0oNat 09 * 04
75/5 — 0501 * O
V2 4
Y. 090102
V2
Vs
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Curva Cﬁ

-

\

N5 8

T = 09
V2 4 2

0oNat 09 * 04

2

,y?:/_ — 0501 * O
V2 4 -1

v, C 050109071 09
V2

Vs
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Curva Cﬁ

- ’)/’;

\

V2 8
7o 09
V2 4 2
Yo 0y * 0
2
,y?:/_ — 0501 * O
2 _
%I/_ — 03010201 Loy * ail
V2
V5
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Curva Cﬁ

- ’)/’;

\

7 0
72 e ohx o}
%:/5 — 0301 * a;”
’yi@ — 03010201_102 * ail
75\/5 — 03010'20'1_10'2
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Curva Cﬁ

- ’)/’;

\

7 0
72 e ohx o}
75/5 — 0301 * ag’
’yi@ — 03010201_102 * ail
75\/5 — 03010201_ 1@0%
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Curva Cﬁ

- ’)/’;

\

7 0
W2 e ohx o}
fy?:/? — 0301 * ag’
’yi/? — 03010201_102 * ail
75\/5 — 03010201_1020%0102_1
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Curva Cﬁ

\

71\/5 = o3

’Yzﬂ = oy ¥ OF
%ﬁ = 0301 * ag’
’Yzlﬂ = 09010907 L09 % 07
75\/5 = 03010201_1020%0102_1 * 09.
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—V?2 3
T 7 02
_\/ﬁ -1

—\/5 8

—\/5 4

I—>0'1 *0'2

—\/5 2

— 07> * 03,
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7. Ambiguedades en la elecciones
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7. Ambiguedades en la elecciones

|.- Eleccion de la base geométrica
II.-
III.-
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7. Ambiguedades en la elecciones

|.- Eleccion de la base geométrica
II.- Eleccion de la de —-1,...,—day
III.-
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7. Ambiguedades en la elecciones

|.- Eleccion de la base geométrica
II.- Eleccion de la de —-1,...,—day

III.- Eleccién del punto base x

1y .-
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7. Ambiguedades en la elecciones

|.- Eleccion de la base geométrica
II.- Eleccion de la de —-1,...,—day

III.- Eleccién del punto base x

l.- Accion de B, en B); mediante movimientos de
Hurwitz. Esta accion es libre y transitiva en las
bases geométricas (Artin)

1y .-
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7. Ambiguedades en la elecciones

|.- Eleccidn de la base geométrica
II.- Eleccion de la de —1,....,—-day

III.- Eleccion del punto base x

l.- Accion de B, en B); mediante movimientos de
Hurwitz. Esta accion es libre y transitiva en las
bases geométricas (Artin)

Il y Ill.- Accion de B, en B’ mediante conjugacion
simultanea. Da lugar a la nocion de base seudo-
geométrica: (9,-... %) ! es UN meridiano de la
recta del infinito
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Ambas acciones conmutan

Monodromia de trenzas
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Ambas acciones conmutan

Monodromia de trenzas

Elemento de B)/(B, x By)
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Ambas acciones conmutan

Monodromia de trenzas

Elemento de B)/(B, x By)

» Encontrar invariantes efectivos que distingan mo-
nodromias de trenzas
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Ambas acciones conmutan

Monodromia de trenzas

Elemento de B)/(B, x By)

» Encontrar invariantes efectivos que distingan mo-
nodromias de trenzas

= Encontrar propiedades topologicas asociadas a las
monodromias de trenzas
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8. Aplicaciones Topologicas

Pa'gina 22 ® /nicio ®Anterior ®Siguiente ®Ir a la pgina... e ® \olver @ Pantalla Completa @ Cerrar @ Salir



8. Aplicaciones Topologicas

» Teorema de Zariski-Van Kampen [ ] [ ]: grupo
fundamental del complemento de la curva
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8. Aplicaciones Topologicas

» Teorema de Zariski-Van Kampen [ ] [ ]: grupo
fundamental del complemento de la curva

= A. Ligbober (1986) [ ]: tipo de homotopia del
complemento de la curva
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8. Aplicaciones Topologicas

» Teorema de Zariski-Van Kampen [ ] [ ]: grupo
fundamental del complemento de la curva

= A. Ligbober (1986) [ ]: tipo de homotopia del
complemento de la curva

= V. Kulikov, M. Teicher (2000) [ ]: encaje de la
curva en el plano proyectivo si la curva solo
posee nodos y cuspides ordinarios
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8. Aplicaciones Topologicas

» Teorema de Zariski-Van Kampen [ ] [ ]: grupo
fundamental del complemento de la curva

= A. Ligbober (1986) [ ]: tipo de homotopia del
complemento de la curva

= V. Kulikov, M. Teicher (2000) [ ]: encaje de la
curva en el plano proyectivo si la curva solo
posee nodos y cuspides ordinarios

= J. Carmona (2002) [ ]: resultado anterior sin
restricciones sobre la curva
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9. Teorema principal
Teorema. Sean:

x C1,Cy C P? curvas
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9. Teorema principal
Teorema. Sean:

x C1,Cy C P? curvas

m [ recta no contenida en C; U Cs
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9. Teorema principal
Teorema. Sean:

a C1,Cy C P? curvas
m [ recta no contenida en C; U Cy

» P e L tal que (C1, L, P) y (Cy, L, P) son ternas horizontales

Sea F : P> — P2 homeomorfismo que preserva la orientacién tal
que
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9. Teorema principal
Teorema. Sean:

x C1,Cy C P? curvas

m [ recta no contenida en C; U Cs

» P e L tal que (C1, L, P) y (Cy, L, P) son ternas horizontales

Sea F : P> — P2 homeomorfismo que preserva la orientacién tal
que

() F(P) =P,

(11) F(L) = L respetando orientaciones
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9. Teorema principal
Teorema. Sean:

x C1,Cy C P? curvas

m [ recta no contenida en C; U Cs

» P e L tal que (C1, L, P) y (Cy, L, P) son ternas horizontales

Sea F : P> — P2 homeomorfismo que preserva la orientacién tal
que

(1) F(P) =

( ) (L) L respetando orientaciones

(111) F(CY) = CJ respetando orientaciones.
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9. Teorema principal
Teorema. Sean:
n C1,Cy C P? curvas
m [ recta no contenida en C; U Cs
= P e L tal que (C1, L, P) y (Cy, L, P) son ternas horizontales

Sea F' : P> — P> homeomorfismo que preserva la orientacion tal
que

() F(P) =P,
(11) F(L) = L respetando orientaciones

(111) F(CY) = CJ respetando orientaciones.
Entonces, las monodromias de trenzas de ambas ternas coinciden.
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10. ldea de la demostracion

1 = m(C\y5M) — m(C\C%(x, M) = m(Cex) — 1
I I I
K G H

A\ Eleccién de la base geomeétrica py,...,ps de m(C\
y*; M)
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10. ldea de la demostracion

1 = m(C\y5M) — m(C\C%(x, M) = m(Cex) — 1
I I I
K G H

A\ Eleccién de la base geomeétrica py,...,ps de m(C\
y*; M)

A Eleccion de la base seudogeométrica ~,...,v, de
m1(Ce; *)
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10. ldea de la demostracion

1 = m(C\y5M) — m(C\C%(x, M) = m(Cex) — 1
I I I

K G H
A\ Eleccién de la base geomeétrica py,...,ps de m(C\
y*; M)
A Eleccion de la base seudogeométrica ~,...,v, de
m1(Ce; *)

A\ Eleccion de la elevacion 74,...,9,
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10. ldea de la demostracion

T

1 — m(C\y* M) — m(C*\C%(x,M)) = m(Ce*) — 1
I I I

K G H
A\ Eleccién de la base geomeétrica py,...,ps de = (C\
y*; M)
A\ Eleccion de la base seudogeomeétrica ~,...,~, de
Wl(Cc;*)

A Eleccion de la elevacion 74, ...,7,

determinan
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Pagina 25

o
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G =, -

=

-;,Ud,’?l,---,’yr
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1
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G:<:u17"'7:ud75/17"'7§/7’
(3)

W= =1, d, jzl,...,r>

1

/A Esta presentacion determina la monodromia de
trenzas.
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G:<:u17"'7:ud75/17"'7§/7’
(3)

W= =1, d, jzl,...,r>

1

/A Esta presentacion determina la monodromia de
trenzas.

/A Los datos anteriores no son a priori topoldgicos.
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G:<ILL17"'7ILLd7;>V/17"'7;§/7":
(3)

W= =1, d, jzl,...,r>

1

/A Esta presentacion determina la monodromia de
trenzas.

/A Los datos anteriores no son a priori topoldgicos.

A El objetivo es probar que la topologia orientada
de (C¥, L, P) determina estos datos.
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Paso 1. Los meridianos de C estan determinados por
la topologia orientada de (C¢,L,P).
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Paso 1. Los meridianos de C estan determinados por
la topologia orientada de (C¢,L,P).

Paso 2. K es el subgrupo engendrado por los me-
ridianos de C. En particular, la sucesion exacta no
depende de ..
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Paso 1. Los meridianos de C estan determinados por
la topologia orientada de (C%,L,P).

Paso 2. K es el subgrupo engendrado por los me-
ridianos de C. En particular, la sucesion exacta no
depende de ..

Paso 3. Si elegimos x proximo a un xz;, el elemento
c:= uqg-... 1y esta bien definido por la topologia
orientada de (C¥, L, P).
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Paso 4. Una familia ., ...,y de meridianos de C tal
que c=ji;-...-fu €S una base geométrica de K.
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Paso 4. Una familia [u,...,1, de meridianos de C tal
que c=ji;-...-fu €S una base geométrica de K.

Paso 5. E/ elemento 7, es la unica elevacion de ~; € H
que es meridiano de la recta » = z;z y tal que la
conjugacion por 7; induce en K un automorfismo
tipo trenza con respecto a la familia de bases geo-
métricas de K.
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Paso 4. Una familia [u,...,1, de meridianos de C tal
que c=ji;-...-fu €S una base geométrica de K.

Paso 5. E/ elemento ¥, es la unica elevacion de ~; € H
que es meridiano de la recta » = z;z y tal que la
conjugacion por 7; induce en K un automorfismo
tipo trenza con respecto a la familia de bases geo-
métricas de K.

Paso 6. E/ producto (7,-...-74)" ' es meridiano de la
recta L en m(P*\ (L UL); (x, M)).
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11. Curvas conjugadas
» Suponer que existe ¢ : P? — P? homeomorfismo

tal que CD(C%UL):CfﬁUL
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11. Curvas conjugadas

» Suponer que existe ¢ : P? — P? homeomorfismo

tal que ®(C7;UL)=C" ;UL
= Es facil ver que ®(P)=P, ®(L)=Ly @(C7;) =C’ ;
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11. Curvas conjugadas

» Suponer que existe ¢ : P? — P? homeomorfismo

tal que CD(C%UL):CfﬁUL

= Es facil ver que ®(P)=P, ®(L)=L y ®(C7;) =C~

V2 T Ve
= Por cuestiones de orientacion de nudos algebrai-
cos ® respeta la orientacion de P?
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11. Curvas conjugadas

» Suponer que existe ¢ : P? — P? homeomorfismo

tal que CD(C%UL):CfﬁUL

= Es facil ver que ®(P)=P, ®(L)=L y ®(C7;) =C~

V2 T Ve
= Por cuestiones de orientacion de nudos algebrai-
cos ® respeta la orientacion de P?

= Como las curvas poseen ecuaciones reales, uti-
lizando eventualmente la conjugaciéon compleja
podemos suponer que ¢ respeta las orientacio-
nes de las quinticas de C 5 ¥y C_ 5
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11. Curvas conjugadas

» Suponer que existe ¢ : P? — P? homeomorfismo

tal que CD(C%UL) :CfﬁUL
= Es facil ver que ®(P)=P, ®(L)=L Yy ¢(C7;) =C" ;

= Por cuestiones de orientacion de nudos algebrai-
cos & respeta la orientacion de P?

» Como las curvas poseen ecuaciones reales, uti-
lizando eventualmente la conjugaciéon compleja
podemos suponer que & respeta las orientacio-
nes de las quinticas de C 5 ¥y C_ 5

» Utilizando las propiedades del numero de inter-
seccion se tiene que ¢ respeta las orientaciones
¥ 12
de L, C'5 Y C” s
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» Por tanto ® cumple las hipotesis del teorema
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» Por tanto ® cumple las hipotesis del teorema

=« En [ ] hemos probado que las monodromias de
trenzas son distintas

No existe ¢
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= Por tanto ® cumple las hipotesis del teorema

= En [ ] hemos probado que las monodromias de
trenzas son distintas

No existe ¢

CsULYyC’ ;UL son

s

curvas conjugadas en Q(v/2) no homeomorfas en P?
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