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Arrangements et combinatoire

A arrangement central d’hyperplans dans K"*! : famille finie

Combinatoire
Matroid (dépendence linéaire sans équations) : poset d’intersections
avec l'inclusion renversée
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Arrangements et combinatoire

A arrangement de droites P?(K) : famille finie

Combinatoire
Modele d’intersections

Definition

Combinatoire de droites € := (£, ), ou & C P(ZL) tel que
> Vil € Ll 75 Ly, Alp € £ tel que £1,05 € p
> Vpe P, my =H#p>2.

Espace de réalization d’une combinatoire de droites
» A arrangement de droites dans P?(K) = %'(A) :

(A, {points multiples}) + (&, &)

> k() = Xk(€)/PGL(3;K) espace de modules
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Espaces de réalization et modules I

Exemples et commentaires |

» Combinatoire de points 6, : L = {l1,...,ln}, #F < 1.
> Y (C)=1ifn=1,2,3.
» dim . #x(¢4) = 1 paramétré par le birapport (& permutation pres).

» Combinatoire générique 4, : L = {ly,..., L}, #p =2,Vp € L.
» #x(%,) connexe si K = C.

» Combinatoire de Ceva :
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Exemples et commentaires I
» Combinatoire de points 6, : L = {l1,...,ln}, #F < 1.

> Y (C)=1ifn=1,2,3.
» dim . #x(¢4) = 1 paramétré par le birapport (& permutation pres).

» Combinatoire générique 4, : L = {ly,..., L}, #p =2,Vp € L.
» #x(%,) connexe si K = C.
» & Combinatoire non-Pappus (les trois points ne sont pas

alignés) : Ak (€) =10
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Espaces de réalization et modules I

Exemples et commentaires I

» Combinatoire de points €, : L = {l1,...,ln}, #F < 1.
> G (C,) =1ifn=1,23.
» dim . #x(¢4) = 1 paramétré par le birapport (& permutation prés).

» Combinatoire générique 4, : L = {l1,..., L}, #p =2,Vp € L.
» #x(94,) connexe si K = C.

> Si ¢ n’a pas de points doubles, #2 > 1 : Mr(€) =0

> Ac: (2% —y°)(y° — 2%)(2* - 2%) = 0.

Py =@-y@—Cy@-_C{y), (=€
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Exemples et commentaires 11
» Combinatoire de McLane N .

C+(¢+1=0
Ni
@ Aut.¥ = GL(2,Fs)

> 4 (N)=15iK=TF3,C.



Espaces de réalization et modules II

Exemples et commentaires 11
» Combinatoire de McLane N .

C+(¢+1=0
Ni
@ Aut.¥ = GL(2,Fs)

> HM(N) =15 K=TFs,C.
> HMe(N)=0.
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=}



Combinatoire et topologie

K=C, P?:=P?C)
Résultats positifs : Arnol’d (Math. Notes 1969), Brieskorn
(Sém. Bourbaki 1971), Orlik-Solomon (Invent. Math. 1980)

La structure d’anneau de H*(C"*!\ |J.A) est combinatoire

a



Combinatoire et topologie

K=C, P?:=P?C)
Résultats positifs : Arnol’d (Math. Notes 1969), Brieskorn
(Sém. Bourbaki 1971), Orlik-Solomon (Invent. Math. 1980)

La structure d’anneau de H*(C"*!\ |J.A) est combinatoire

Objets combinatoires pour ¢
> 727 = P za,,
tes
7L

B HE=H,(PP\AZ) siCA) =7
E(Sepn) 0 ERAE S



Combinatoire et topologie

K=C, P?:=P?C)
Résultats positifs : Arnol’d (Math. Notes 1969), Brieskorn
(Sém. Bourbaki 1971), Orlik-Solomon (Invent. Math. 1980)

La structure d’anneau de H*(C"*!\ |J.A) est combinatoire

Objets combinatoires pour ¢

> 727 = P za,,
e

Z.&f’
Z (e we)

> xp:ng

lep

Z{xp Nep € HE NHY | P < L}y = HY = Ho(P?\ A; Z)

= Hf 2 H(P2\ A;Z) siC(A) =%



Combinatoire et topologie

K=C, P?:=P*C)
Résultats positifs : Arnol’d (Math. Notes 1969), Brieskorn
(Sém. Bourbaki 1971), Orlik-Solomon (Invent. Math. 1980)

La structure d’anneau de H*(C"*!\ |J.A) est combinatoire

Objets combinatoires pour ¢

> 727 = P za,,
e

Z.ﬁ’

v/ (2662 )
> x, = er

lep

Z{xp Nep € HE NHY | P < L}y = HY = Ho(P?\ A; Z)
> HY =7, Hj, = HI(P?\ A;Z) dual de HY, j = 1,2.

= Hf 2 H(P2\ A;Z) siC(A) =%
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On the fundamental group of the complement of a complex
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> Funct. Anal. Appl. 45 (2011), no. 2, 137-148
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Arrangements de Rybnikov

Théoreme
Il y a deuz arrangements de droites B4, B4+_ ayant la méme
combinatoire B (13 droites) et tels que w1 (P? \ By4) % m (P2 \ By_)

On the fundamental group of the complement of a complex
hyperplane arrangement

» 1994 prépublication

» arXiv:math/9805056

, Carmona, Cogolludo, Marco, Invariants of combinatorial
line arrangements and Rybnikov’s example, Singularity Theory
and its Applications, Adv. Studies in Pure Math., vol. 43, Math.
Soc. Japan, Tokyo, 2006, 1-34

> Funct. Anal. Appl. 45 (2011), no. 2, 137-148
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Rybnikov et McLane
Théoreme (Rybnikov)

o m(P2\Ny) — (P2 \ N_) isomorphisme de groupes induisant
lidentité en homologie.

Idée de la preuve.
» v,(G) est la suite centrale descendante de G/G"”
> Gy = 7T1(IP’2 \Ni)
» Supposons ¢ : G4 = G_, induisant 1y
> 0: G /Gy = G_/1G_

» Equations linéaires entieres sur n;;; : réduites a 49 équations
linéaires indépendentes avec 56 inconnues.

» Anneau minimal pour les solutions : %Z.
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Rybnikov et McLane

Théoreme (Rybnikov)

o m (P2 \Ny) — m (P2 \ N_) isomorphisme de groupes induisant
lidentité en homologie.

Corollaire
Bp: (P2 N,) — (P2, N_) homéomorphisme preservant l’orientation et
l ordre

Orientation
p: (P2, N}) — (P2, N_) homéomorphisme preservant l'ordre et
renversant ’orientation : conjugaison compleze.

Ordre
Jp : (P2, N}) — (P2, N_) homéomorphisme preservant I'orientation :
GL(2,F3) \ SL(2,F3).
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Supposons que les groupes sont isomorphes.
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Idées de la preuve du Théoreme de Rybnikov.
Supposons que les groupes sont isomorphes.
1. L’isomorphisme induit +1 HP (purement combinatoire : rigidité
homologique d’une combinatoire).

2. Des arguments combinatoires plus le Théoréme sur les
arrangements de McLane donnent une contradiction.



Exemple de Rybnikov

Combinatoire de Rybnikov
B = M Upz(z—2)=0 N2 (les autres couples de 5 droites en position
générique)
Idées de la preuve du Théoreme de Rybnikov.
Supposons que les groupes sont isomorphes.
1. L’isomorphisme induit +1 HP (purement combinatoire : rigidité
homologique d’une combinatoire).

2. Des arguments combinatoires plus le Théoreme sur les
arrangements de McLane donnent une contradiction.

Preuve alternative

On suit les mémes idées que pour les arrangements de McLane : 168
équations linéaires entieres indépendentes avec 180 inconnues;
I’anneau minimal des solutions est %Z.
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P2\ AL VB

=}
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Espace des modules
#Mc() =2

Théoreme (_, Carmona, Cogolludo, Marco, Compos. Math.
2005)

Il w'y a pas d’homéomorphisme ® : (P?, A z) — (P?, A_ /).

Commentaires
» Argument clé : monodromie de tresses.
» Pas de renseignements sur les types d’homéomorphisme de
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> Gy = m(P? \AL5)-



Monodromie de tresses et topologie

Espace des modules
#Mc() =2

Théoreme (_, Carmona, Cogolludo, Marco, Compos. Math.
2005)

Il w'y a pas d’homéomorphisme ® : (P?, A z) — (P?, A_ /).

Commentaires
» Argument clé : monodromie de tresses.
» Pas de renseignements sur les types d’homéomorphisme de
P2\ AL JE
> Gy =m(P?)\ AL z)-
» (1 ont les mémes quotients finis (on ne sait pas s’ils sont
isomorphes!).
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équations conjugués par un élément du groupe de Galois du corps
cyclotomique Ks.
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Théoreme (Guerville-Ballé, Geom. Topol. 2016)

> M (9Go1) = {Gor.c | C*+ 3+ %+ (+1=0}; ils admettent des
équations conjugués par un élément du groupe de Galois du corps
cyclotomique Ks.

» Il n’y a pas d’homéomorphisme (preservant toutes les
orientations) (P?,Go1,c,) — (P2, Go1,¢,) i (1 # Ca.

Corollaire
Il n’y a pas d’homéomorphisme (P?,Goy1 ¢) — (P2, Ggy ¢2).
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» Il n’y a pas d’homéomorphisme (preservant toutes les
orientations) (P?,Go1,c,) — (P2, Go1,¢,) i (1 # Ca.
Corollaire
Il 0’y a pas d’homéomorphisme (P?,Go1,¢) — (P?, Goy c2).
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Théoreme (Guerville-Ballé, Geom. Topol. 2016)
> M (9Go1) = {Gor.c | C*+ 3+ %+ (+1=0}; ils admettent des

équations conjugués par un élément du groupe de Galois du corps
cyclotomique Ks.

» Il n’y a pas d’homéomorphisme (preservant toutes les
orientations) (P?,Go1,c,) — (P2, Go1,¢,) i (1 # Ca.

Corollaire
Il 0’y a pas d’homéomorphisme (P?,Go1,¢) — (P?, Goy c2).

Démonstration.

» On utilise un sort de nombre d’enlacement.



Exemple de Guerville

Théoreme (Guerville-Ballé, Geom. Topol. 2016)
> M (9Go1) = {Gor.c | C*+ 3+ %+ (+1=0}; ils admettent des

équations conjugués par un élément du groupe de Galois du corps
cyclotomique Ks.

» Il n’y a pas d’homéomorphisme (preservant toutes les
orientations) (P?,Go1,c,) — (P2, Go1,¢,) i (1 # Ca.

Corollaire
Il 0’y a pas d’homéomorphisme (P?,Go1,¢) — (P?, Goy c2).

Démonstration.

» On utilise un sort de nombre d’enlacement.
> ¢ HY 5 Cr =1,
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Exemple de Guerville

Théoreme (Guerville-Ballé, Geom. Topol. 20 (2016))

> M (Go1) = {Gor.c | (*+ 3+ %+ (+1=0}; ils admettent des
équations conjugués par un élément du groupe de Galois du corps
cyclotomique Ks.

> Il n’y a pas d’homéomorphisme (preservant toutes les
orientations) (P2, Go1,c,) — (P2, Go1.¢,) si (1 # Ca.

Corollaire
Il 0’y a pas d’homéomorphisme (P?,Go1,¢) — (P?, Goy c2).
Démonstration.

» On utilise un sort de nombre d’enlacement.

> ¢ HY 5 Cr 0 =1,

» Un cycle spécial v {(y) = (; : invariant topologique.
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Diagrammes de cablage

Lo
L1
Ly
Ly
Lg
L
L
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Ly

Ly

Ly

Ly

Ly




Groupe fondamental I

» Les groupes m1(P? \ Goi1.¢) et 71 (P? \ Goy¢2) ont des complétions
profinies isomorphes.
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> Les groupes 71 (P? \ Goi1.¢) et m1 (P? \ Goy ¢2) ont des complétions
profinies isomorphes.

» Les groupes 1 (P? \ Goi,¢) et 71 (P? \ Gog,¢4) sont isomorphes.



Groupe fondamental 1

> Les groupes 71 (P? \ Goi1.¢) et m1 (P? \ Goy ¢2) ont des complétions
profinies isomorphes.

> Les groupes 1 (P? \ Goi,¢) et m1(P? \ Gog,¢4) sont isomorphes.
Théoreme ( , Cogolludo, Guerville-Ballé, Marco, Rewv.

R. Acad. Cienc. Exactas Fis. Nat. Ser. A Math. RACSAM
2017)

Les groupes m (P? \ Go1,¢c) et w1 (P?\ Go1,¢2) ne sont pas isomorphes.
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> Les groupes 71 (P? \ Goi1.¢) et m1 (P? \ Goy ¢2) ont des complétions
profinies isomorphes.

> Les groupes 1 (P? \ Goi,¢) et m1(P? \ Gog,¢4) sont isomorphes.

Théoreme ( , Cogolludo, Guerville-Ballé, Marco, Rewv.
R. Acad. Cienc. Exactas Fis. Nat. Ser. A Math. RACSAM
2017)
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Premier pas
o m(P?\ A¢) — 71 (P?\ A2) est un isomorphisme = ¢, = il”figl'



Groupe fondamental I

> Les groupes 1 (P? \ Go1,¢) et m1(P? \ Goy ¢2) ont des complétions
profinies isomorphes.

> Les groupes 1 (P? \ Goi,¢) et m1(P? \ Gog,¢4) sont isomorphes.

Théoreme ( , Cogolludo, Guerville-Ballé, Marco, Rewv.
R. Acad. Cienc. Exactas Fis. Nat. Ser. A Math. RACSAM
2017)

Les groupes m (P2 \ Goi,¢) et w1 (P2 \ Go1 ¢2) ne sont pas isomorphes.

Premier pas
@ m (P?\ A¢) — m1(P?\ Ac2) est un isomorphisme = ¢, = ilnggl.

» Purement combinatoire.
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Théoréeme
Les groupes m (P? \ A¢) et m1(P? \ Ac2) ne sont pas isomorphes bien
que leurs complétions profinies le sont.

Premier pas
¢ :m(P?\ A¢) — m1(P?\ A2) est un isomorphisme = ¢, = :i:lnggl.

Deuxieme pas
Il n’y a pas d’isomorphisme ¢ : 71 (P2 \ A¢) — 71 (P? \ A¢2) induisant
(p* = 1Hi1791
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Théoréeme
Les groupes m (P? \ A¢) et m1(P? \ Ac2) ne sont pas isomorphes bien
que leurs complétions profinies le sont.

Premier pas

@ mi(P?\ A¢) = m1(P?\ Ac2) est un isomorphisme = ¢, = £1 4, .
1

Deuxieme pas

Il 0’y a pas d’isomorphisme ¢ : 71 (P? \ A¢) — m1(P? \ A¢2) induisant
Px = 1Hf’/91

On utilise la méme méthode pour les arrangements de Rybnikov : 241

équations linéaires entieres indépendentes avec 253 inconnues dont
I’anneau minimal des solutions est %Z
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Groupe fondamental 11

Théoréeme
Les groupes m (P? \ A¢) et m1(P? \ Ac2) ne sont pas isomorphes bien
que leurs complétions profinies le sont.

Premier pas
¢ :m(P?\ A¢) — m1(P?\ A2) est un isomorphisme = ¢, = :l:lnggl.

Deuxieme pas

Il 0’y a pas d’isomorphisme ¢ : 71 (P? \ A¢) — m1(P? \ A¢2) induisant
Px = 1Hf’/91

On utilise la méme méthode pour les arrangements de Rybnikov : 241

équations linéaires entieres indépendentes avec 253 inconnues dont
I’anneau minimal des solutions est %Z

Troisieme pas

Il n’y a pas d’isomorphisme ¢ : 71 (P? \ A¢) — 71 (P? \ Acs) induisant
Ox = 1Hf91 & # isomorphisme ¢ : 1 (P2 \ A¢) — 71 (P? \ Ac2)
induisant ¢, = —IH?QI
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» Trois droites en position générique : Li, Lo, L3 se coupent en
P17 PQ) P3

» 2n droites Afl, ey ]\/12,,,,, P, ¢ ]\/[J
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» Trois droites en position générique : Li, Lo, L3 se coupent en
P17 PQ) P3

» 2n droites Ml, .. .,Mgn, Pz ¢ Mj
> Si P e L;, P# Pj, est un point multiple, sa multiplicité est
impaire.
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» Trois droites en position générique : Li, Lo, L3 se coupent en
P17 P27 P3

» 2n droites M, ..., My, P; ¢ M,

> Si P € L;, P# Pj, est un point multiple, sa multiplicité est
impaire.

» En dehors de L;, il n’y a que de points doubles.



Arrangements de Guerville-Viu

» Trois droites en position générique : Li, Lo, L3 se coupent en
Py, Py, Ps

» 2n droites M, ..., My, P; ¢ M,

> Si P € L;, P# Pj, est un point multiple, sa multiplicité est
impaire.

» En dehors de L;, il n’y a que de points doubles.

> S HY - C &(py) =1, E(pn,) = -1
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>

>
>
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Trois droites en position générique : Ly, Lo, L3 se coupent en
Py, Py, Ps

2n droites M, ..., My, P; ¢ M,

Si P € L;, P # P;, est un point multiple, sa multiplicité est
impaire.

En dehors de L;, il n’y a que de points doubles.

§:HY - C*, &(ur,) =1, E(pu,) = —1

v cycle triangulaire spécial : £(y) est un invariant topologique.
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Trois droites en position générique : Ly, Lo, L3 se coupent en
Py, Py, Ps

2n droites M, ..., My, P; ¢ M,

Si P € L;, P # P;, est un point multiple, sa multiplicité est
impaire.

En dehors de L;, il n’y a que de points doubles.

§:HY - C*, &(ur,) =1, E(pu,) = —1

v cycle triangulaire spécial : £(y) est un invariant topologique.

Théoreme (Guerville-Ballé, Viu-Sos, arXiv:1702.00922)
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Trois droites en position générique : Ly, Lo, L3 se coupent en
Py, Py, Ps

2n droites M, ..., My, P; ¢ M,

Si P € L;, P # P;, est un point multiple, sa multiplicité est
impaire.

En dehors de L;, il n’y a que de points doubles.

§:HY - C*, &(ur,) =1, E(pu,) = —1

v cycle triangulaire spécial : £(y) est un invariant topologique.

Théoreme (Guerville-Ballé, Viu-Sos, arXiv:1702.00922)

| 2

A arrangement complexifié réel dont la combinatoire est V.
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Théoreme (Guerville-Ballé, Viu-Sos, arXiv:1702.00922)

|
>

Trois droites en position générique : Ly, Lo, L3 se coupent en
Py, Py, Ps

2n droites M, ..., My, P; ¢ M,

Si P € L;, P # P;, est un point multiple, sa multiplicité est
impaire.

En dehors de L;, il n’y a que de points doubles.

§:HY - C*, &(ur,) =1, E(pu,) = —1

v cycle triangulaire spécial : £(y) est un invariant topologique.

A arrangement complexifié réel dont la combinatoire est V.
Les droites passant par L; € P*(R) déterminent une
décomposition céllulaire de P2(R) (avec quatre 2-céllules).
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Trois droites en position générique : Ly, Lo, L3 se coupent en
Plv P27 P3

2n droites Ml, .. .,Mgn, Pz $ Mj

Si P € L;, P # P;, est un point multiple, sa multiplicité est
impaire.

En dehors de L;, il n’y a que de points doubles.
é : H}} - (C*7 5(:“’[/]) = 13 g(p’MJ) =-1
v cycle triangulaire spécial : £(y) est un invariant topologique.

Théoreme (Guerville-Ballé, Viu-Sos, arXiv:1702.00922)

|
>

>

A arrangement complexifié réel dont la combinatoire est V.

Les droites passant par L; € P2(R) déterminent une
décomposition céllulaire de P2(R) (avec quatre 2-céllules).

La parité € = £1 du nombre des points ]\7[j dans chaque 2-céllule
est constante.
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Trois droites en position générique : Ly, Lo, L3 se coupent en
Plv P27 P3

2n droites Ml, .. .,Mgn, Pz $ Mj

Si P € L;, P # P;, est un point multiple, sa multiplicité est
impaire.

En dehors de L;, il n’y a que de points doubles.
é : H}; - C*v 5(1“’11]) = 13 g(/j’M]) =-1
v cycle triangulaire spécial : £(y) est un invariant topologique.

Théoreme (Guerville-Ballé, Viu-Sos, arXiv:1702.00922)

>
>

>

>

A arrangement complexifié réel dont la combinatoire est V.

Les droites passant par L; €VIF"2 (R) déterminent une
décomposition céllulaire de P2(R) (avec quatre 2-céllules).

La parité € = £1 du nombre des points Mj dans chaque 2-céllule
est constante.

£(v) =e.
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Nombre d’enlacement et groupe fondamental

Corollaire (Guerville-Ballé, Viu-Sos, arXiv:1702.00922)

Les paires (P2, AY) et (P2, AY), provenant d’arrangements
complezifiés réels ayant la méme combinatoire V, ne sont pas
homéomorphes.
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Nombre d’enlacement et groupe fondamental

Corollaire (Guerville-Ballé, Viu-Sos, arXiv:1702.00922)

Les paires (P2, AY) et (P%, AY), provenant d’arrangements
complezifiés réels ayant la méme combinatoire V, ne sont pas
homéomorphes.

Théoreme ( , Guerville-Ballé, Viu-Sos,
arXiv:1704.04152)
Les groupes m (P%\ AY) et ma(P? \ AY) ne sont pas isomorphes.
» Il s’agit du premier exemple de couples de Zariski complexifiés
réels avec des groupes fondamentaux non isomorphes.

» Ils sont distingués para la torsion des gradués de la suite centrale
descendante

» Les deux arrangements ont des comportements différents pour
I’existence de coniques passant par 6 points multiples ou
tangentes en 6 droites.



Merci !
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