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Definiciones

Definición 1.1 (Orlik-Terao [8])
Una configuración de rectas A es un conjunto finito de rectas de
P2 := P2(C).

Definición 1.2
La topología de A es el tipo de homeomorfismo de M(A ) := P2 \

⋃
A .

Hay versiones orientadas (de ambas) y ordenadas (de la relativa).
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Definiciones

Definición 1.1 (Orlik-Terao [8])
Una configuración ordenada de rectas A es un conjunto finito
ordenado de rectas de P2 := P2(C).

Definición 1.2
La topología de A es el tipo de homeomorfismo de M(A ) := P2 \

⋃
A .
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Combinatoria

Definición 1.3
Una combinatoria es un par (L ,P), #L <∞, P ⊂ P(L ), tales que:

∀`, `′ ∈ L , ` 6= `′, ∃! p ∈P tal que `, `′ ∈ p.
∀p ∈P se tiene νp := #p ≥ 2.

Aut L subgrupo de permutaciones de L que respetan P. Si L está
ordenado, hablaremos de combinatoria ordenada.

A configuración =⇒ L (A ) combinatoria

Problema 1.4
Establecer qué relaciones hay entre combinatoria, topología relativa.
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Variantes

Cambio de cuerpo base K.

Considerar hiperplanos en Pn(K).
Considerar hiperplanos lineales en Kn+1.
Considerar hiperplanos afines en Kn.
Considerar subespacios afines o lineales en Kn.
Considerar rectas seudoholomorfas de Gromov [6].
Considerar curvas algebraicas.
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Resultados previos

H∗(M(A )) es isomorfo al álgebra de Orlik-Solomon
(combinatorio): Arnol’d [1], Brieskorn [5], Orlik-Solomon [7].

Rybnikov [10]: ∃A1,A2 tales que L (A1) = L (A2) y tienen
distinta topología relativa.
Problemas de este trabajo:

Dificultad de verificar los resultados [4]

Los ejemplos no pueden admitir ecuaciones reales.
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Definición 1.5
L combinatoria de rectas, K cuerpo.

Espacio de realizaciones:

{A | L (A ) = L } =: ΣK(L ) ⊂ P
#L (#L +3)

2
K ,

Espacio de móduli: MK(L ) := ΣK(L )/PGL(3;K).

Σord
K (L ) ⊂ (P1

K)#L y M ord
K (L ).

Omitiremos subíndices si K = C.

Σord
K (L )/Aut L ≡ ΣK(L ), M ord

K (L )/Aut L ≡MK(L )

Proposición 1.6 (Randell [9])
K = C, L (A1) = L (A2) = L , A1,A2 en la misma componente
conexa de Σ(L )⇒ A1 y A2 tienen la misma topología relativa
orientada.
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Resultados de Rybnikov

Teorema 1.7 ([10])

∃A1,A2 en P2 := P2(C); con la misma combinatoria y tales que

π1(P2 \
⋃

A1) 6∼= π1(P2 \
⋃

A2).

En particular, A1 y A2 no tienen la misma topología.
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Resultados propios

Teorema 1.8 ([3])

∃ dos configuraciones A1,A2 en P2(R) tales que L (A1) = L (A2) y
sus complexificaciones A C

i := Ai ⊗R C, i = 1,2, poseen distinta
topología relativa.

Preguntas 1.9

¿Son M(A C
1 ) y M(A C

2 ) homeomorfos?

¿Son π1(M(A C
1 )) y π1(M(A C

2 )) grupos isomorfos?

Tienen la
misma compleción profinita.
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Definición de combinatorias

Combinatoria de MacLane

`0

`1

`2

F2
3 \ {0} =⇒

dualidad
LML

Aut LML = GL(2;F3)

M ord(LML) = {Aζ ,Aζ̄}, ζ = exp 2iπ
3

#M (LML) = 1

Combinatoria de Rybnikov

A1,A2 ∈ Σord(LML) con `0, `1, `2 comunes, A1 t A2.

LRyb, Aut LRyb = Σ3 × {±1}.
Σ(LRyb) dos componentes conexas.
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Módulos de Alexander

G grupo tal que G/G′ = Zn.
MG := G′/G′′ como Λ := Z[t±1

1 , . . . , t±1
n ]-módulo.

m ⊂ Λ ideal de aumentación, Λm := Λ/mm, MG
m := MG ⊗Λ Λm.

G1,G2 como antes, ϕ : G1 → G2 isomorfismo que induce la
identidad en los abelianizados⇒ ϕ : M1 → M2 isomorfismo de
Λ-módulos especial.
Existencia de ϕm: Sistema de ecuaciones lineales sobre Z.
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Isomorfismos homológicamente triviales

Proposición 2.1

A1,A2 ∈ Σ(LRyb) en diferentes componentes conexas. Si fijamos

órdenes compatibles, @π1(M(A1))
∼=→ π1(M(A2)) homológicamente

triviales.

La resolución del sistema lineal lleva más de seis horas de tiempo
efectivo de cálculo (existen soluciones racionales pero no enteras).

Proposición 2.2

Aζ ,Aζ̄ de MacLane, @π1(M(Aζ))→ π1(M(Aζ̄)) homológicamente
triviales.

La resolución lleva menos de un minuto y medio.
Proposición 2.2 + argumentos combinatorios⇒ Proposición 2.1.
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Combinatorias homológicamente rígidas

A configuración ordenada, n := #A , L := L (A ).

H1(M(A );Z) =

⊕n
i=0 Zxi∑n

i=0 xi = 0
=: HL .

M2(A ) =
HL ∧ HL

R
=: M2(L ).

AutL HL := {ϕ ∈ Aut HL | ϕ ∧ ϕ(R) ⊂ R}.
Aut L × {±1HL

} ⊂ AutL HL .
Si hay igualdad, L es homológicamente rígida.
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Combinatorias admisibles

Definición 2.3

Una combinatoria L = {`i} es 3-admisible si existen
`i 7→ vi ∈ Z2 \ {0} tales que:

1 ∃P ∈P múltiple, tal que rk〈vj | `j ∈ P〉 = 2.

2 ∀P ∈P,∀`i ∈ P, rk〈vi ,
∑

`j∈P vj〉 = 1.

3
∑

`i∈L vi = (0,0).

Ejemplo 2.4
Puntos triples, configuración de Ceva
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Fin de la demostración

Pasos a seguir

Cualquier ϕ ∈ AutL HL define una permutación de las
subcombinatorias 3-admisibles.

Si L = LRyb, solo los puntos triples son 3-admisibles.
La permutación definida por ϕ proviene de un elemento de
Aut LRyb.
ϕ ∈ Aut L × {±1HL

}.
Por tanto los grupos fundamentales de las dos configuraciones de
Rybnikov no son homeomorfos.
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Nueva combinatoria

Figura: A tal que L (A ) = L

L4

L5
L3

L1 L2

M4 M2

M3 M5

M1 = L∞

ΣF4(L ) 6= ∅.

# Aut L = 20.

M ord(L ) = {A±}.

#M (L ) = 1.

ΣQ(
√

5)(L ) 6= ∅.
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Ecuaciones

M1 : z = 0, M2 : x = 0, M3 : x = z, L1 : y = x , L5 : y = 0,

M4 : x = −(γ + 1)z, M5 : x = (γ + 2)z,

L2 : y = γ(x − z), L3 : y = γx + z, L4 : y = z,

γ2 + γ − 1 = 0, γ± :=
−1±

√
5

2
.
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Monodromía de trenzas

Figura: Proyección

σ : π1(C \∆; ∗)→ Bd .

σ bien definido salvo
conjugación en Pd .
Si µ1, . . . , µr base
(seudo)geométrica, σ está
determinado por un elemento
en (Pd )r .
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Equivalencia de monodromías

Movimientos de Hurwitz
(τ1, τ2, . . . , τr ) 7→ (τ1τ2τ

−1
1 , τ1, . . . , τr ).

Es una acción de Br .
Un movimiento es puro si corresponde a un elemento de Pr .

Conjugación + Movimientos de Hurwitz puros⇒ acción de Pd × Pr .

Definición 3.1
Dos monodromías de trenzas (en (Pd )r ) son equivalentes si están en
la misma órbita por la acción de Pd × Pr .
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Equivalencia y topología

Definición 3.2
Configuración horizontal: par (A ,P) tal que A configuración
ordenada (de rectas y puntos) y P ∈ M(A ).

Configuración fibrada A ϕ: añadir ordenadamente las rectas que
unen P y los puntos múltiples de A .
Monodromía de trenzas: enviar la primera recta vertical al infinito.

Teorema 3.3 (_,Carmona,Cogolludo [2])

(A1,P1), (A2,P2), F : P2 → P2 homeomorfismo positivo y:
(a) F (P1) = P2,
(b) F (A ϕ

1 ) = A ϕ
2 preservando orden y orientaciones.

Entonces, (A1,P1), (A2,P2) poseen monodromías de trenzas
equivalentes.
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Cálculo de la monodromía

Figura: A+

σ2
1σ

2
3

(σ1σ3) ∗ (σ2
2σ

2
4)

(σ1σ3σ2σ4) ∗ (σ2
1σ

2
3)

(σ1σ3σ2σ4σ1σ3) ∗ (σ2
2σ

2
4)
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Configuraciones conjugadas ordenadas

Figura: A+

L+
4

L+
5L+

3

L+
1 L+

2

M+
4 M+

2

M+
3 M+

5

Figura: A−

L−4

L−5

L−3

L−1

L−2

M−4

M−2

M−3

M−5
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Topología de configuraciones ordenadas

Teorema 3.4

A + y A − poseen topologías relativas ordenadas distintas.

Pasos de la demostración.

1 @ homeomorfismos + plano y rectas: Monodromías de trenzas no
equivalentes (representaciones de trenzas en grupos finitos).

2 @ homeomorfismos + plano y − en rectas: Conjugación compleja.
3 Resto de los casos: Número de intersección.
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1 @ homeomorfismos + plano y rectas: Monodromías de trenzas no

equivalentes (representaciones de trenzas en grupos finitos).
2 @ homeomorfismos + plano y − en rectas: Conjugación compleja.
3 Resto de los casos: Número de intersección.
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Configuraciones conjugadas no homeomorfas

Figura: A +

L+
4

L+
5L+

3

L+
1 L+

2

M+
4 M+

2

M+
3 M+

5

N+

Figura: A −

L−4

L−5

L−3

L−1

L−2

M−4

M−2

M−3

M−5

N−
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Configuraciones conjugadas no homeomorfas

Figura: B+

L+
4

L+
5L+

3

L+
1 L+

2

M+
4 M+

2

M+
3 M+

5

N+

Figura: B−

L−4

L−5

L−3

L−1

L−2

M−4

M−2

M−3

M−5 N−
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Resultado final

Proposición 3.5

H := L (B±), Aut H = {1} y #M (H ) = 2.

Demostración del Teorema 1.8.

Suponer que ∃h : (P2,
⋃

B+) y (P2,
⋃

B−) homeomorfismo.

Induce ϕh ∈ Aut H , i.e., h(N+) = N− y respeta el orden en A ±.

Contradicción con el Teorema 3.4.
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