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Capitulo 1

Introduccion

Supongamos que tenemos un polinomio en varias variables, por ejemplo f(x,y,z) := x> +y* +x2, ¥
estamos trabajando intensivamente con combinaciones lineales polinémicas de sus derivadas parciales
de primer orden, es decir, expresiones como

of af sf If 9 J J
yza_z: of _aof 9f _9f (xz_y2)a_j:+(xy_ﬂ)8_§'

YT 90 o oz

Entre las muchas preguntas que podemos hacernos se encuentra saber cudles son aquellas cuyo valor es
un multiplo escalar de la propia f. Por ejemplo,

0 d d
x—f+y—f—{—z—f =Xx- (2x+Z)+y-2y+Z-x:2x2+2y2+2xz=2f.
dx ~dy 0z

;Cuadles son estas? ; Qué estructura siguen? ; Y como podemos calcularlas?
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Capitulo 2

Modulos

2.1. Conceptos basicos

Como hemos podido ver, los conjuntos con los que estamos trabajando son una generalizacién de los
espacios vectoriales donde los coeficientes pertenecen a un anillo en vez de a un cuerpo. A esta genera-
lizacién la llamamos médulo.

Definicion 2.1. Sea A un anillo y M un conjunto sobre el que hay definidas dos operaciones: una suma,
+ M XM — M; y una multiplicacion escalar, - : A x M — M. El conjunto M es un A-modulo si

» (M,+) es un grupo abeliano y

(a+b)-m=a-m+b-m,
a-(m+n)=a-m+a-n,
= se cumple que paratodoaybenAymynenM.
(ab)-m=a-(b-m) y
1-m=m
Ejemplo 2.2. Z" es un Z-médulo con las operaciones naturales. En general, dado cualquier anillo A, A"
es también un A-mddulo con las operaciones componente a componente. Trivialmente, el propio A es un
A-mdédulo.

La definicién de espacio vectorial es mas restrictiva que la de médulo, por lo que todo C-espacio vectorial
donde C es un cuerpo es también un C-mdédulo. Por ejemplo, R” es un R-mddulo.

Ao largo de este trabajo serd de gran importancia el anillo de polinomios sobre un cuerpo, K|[x;,x2, . .., X,],
al que denotaremos K[x]. Sobre todo porque a partir de este construimos el conjunto de vectores de po-
linomios K[x]", que es un K[x]-médulo.

De aqui en adelante, para todos los resultados, daremos por sentado que A sea un anillo y M un A-médulo.

Definicion 2.3. Un subconjunto no vacio N C M se dice que es un A-submdédulo de M si es un A-mddulo
con las operaciones de M restringidas.

Ejemplo 2.4. Si pensamos en Z como un Z-mdédulo, 2Z es un Z-submodulo. Esto deberia recordarnos a
los ideales de Z. De hecho, un ideal de un anillo A es un A-submédulo del propio A.

]2

2 2
Consideremos el R[x, y|-médulo R[x,y Xy +xy >

y tomemos un par de elementos, como pueden ser u := ( ity

3
yvi= (i 3> . El conjunto de combinaciones lineales de estos vectores,

3




4 Capitulo 2. Médulos

(W, V)gpey := {au+bvla,b € Rlx,y| },
es un R[x, y|-submddulo. De hecho, a este tipo de médulos los llamaremos submédulos generados por u
y V.

Definicion 2.5. Sea N un A-submddulo de M. Diremos que N estd generado por G C N y lo denotaremos
como N = (G) si
N={aig1 tacgr+ - +agklai €A, 8 € Gk N}.

En el caso que exista algiin G = {g1,82,---,8n} de forma que N = (G) diremos que N estd finitamente
generado y lo escribiremos como N = (g1,82,---,8n)-

Definicion 2.6. Sean m y [ dos elementos de un A-mddulo M. Diremos que m divide a l si existe a € A
de forma que am = .

Definicion 2.7. Sea N un A-submddulo de M y ~ la siguiente relacion de equivalencia sobre M: m ~
m' < m—m' € N. Definimos el cociente de un modulo por un submédulo como M/N :=M/~. Los elementos
de este cociente se denotardn por m—+ N.

2.2. Homomorfismos

Definicion 2.8. Sean M y N dos A-modulos. Una aplicacion ¢ : M — N se dice que es un homomorfismo
de A-mddulos si respeta las operaciones de médulo, es decir, si

= p(m+m')=¢(m)+¢(m)y
= ¢(am) =a¢(m)
para todo m,m' € M y a € A.

Ejemplo 2.9. La inclusion de Z" en Q" es un homomorfismo de Z-moédulos, sin embargo, no es un
homomorfismo de Q-mddulos ya que Z" no es un Q-mdédulo. Por otro lado, la aplicacién ¢ : Clx,y] — C
que envia a cada polinomio p(x,y) a p(0, 1) es un homomorfismo de C-médulos.

Lema 2.10. Sean dos A-mdédulos M y N y un homomorfismo ¢ de A-modulos. ker ¢ es un submodulo de
M e im ¢ es un submédulo de N.

Con estas definiciones, ya podemos empezar a expresar los objetos que nos encontrdbamos al principio
en un lenguaje mds formal. Para abreviar la notacion, escribiremos d; cuando nos refiramos a la aplicacién

0; : K[x] — K[x]

Con estas aplicaciones, pasamos a definir el médulo de derivaciones, el conjunto donde residen todas las
posibles combinaciones lineales de derivadas parciales:

Der(K[x]) :={a101 + a2 +---+a,d,|a; € K[x| Vi}.

Es un K[x]-médulo. Tomando f € K[x|, aquellas derivaciones —elementos de Der(K[x])— que cuando
se aplican a f devuelven un multiplo escalar forman el submédulo de derivaciones tangentes a f:

Der(f) := {8 € Der(K[x])[8(f) € (f)}.

Puede verse que si identificamos 0; con e;, tenemos que Der(K[x]) es isomorfo a K[x]" y, por esta misma
razén, Der(f) puede verse como un K [x]-submédulo de K[x]".
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Definicion 2.11. Diremos que A es noetheriano si todos sus ideales son finitamente generados.

Diremos también que un A-modulo M es noetheriano si todo submédulo N C M estd finitamente genera-
do. Es decir, si existen ny,na,...,ng en N de forma que N = (ny,na, ... ,ng) 4.

Lema 2.12. Sea M un A-mddulo noetheriano. Los submddulos y médulos cocientes de M son también
noetherianos.

DEMOSTRACION. O

Lema 2.13. Que M sea noetheriano es equivalente a que toda cadena ascendente de submodulos Ny C
N, C ... sea eventualmente estacionaria.

DEMOSTRACION. O

Definicion 2.14. Sean M y N dos A-mddulos. El conjunto de homomorfismos de A-médulos de M a N se
denota por
Homy (M,N) :={¢ : M — N |¢ es un homomorfismo de A-médulos } .

Definicion 2.15. Se define el médulo dual M* como el conjunto de homomorfismos de A-modulos de M
en A:
M* :=Homy (M,A).

Definicion 2.16. Sea v : M — M*™* el homomorfismo de A-mdédulos que envia un elemento m de M a la
funcion y(m) : M* — A que a cada ¢ € M* le asigna el valor ¢ (m):

y : M — Homy (Homy (M,A) ,A)
m+— y(m) : Homy (M,A) — A
¢ — ¢(m)

Diremos que M es un A-modulo reflexivo si M es isomorfo a M** por medio de esta aplicacion .

Ejemplo 2.17. Veamos que todo espacio vectorial de dimension finita es reflexivo. Sea V un K-espacio vectorial
de dimension n 'y con base {vi,v2,...,v,}. Podemos ver a V como un K-mddulo y, entonces, Homg (V, K)

son simplemente las aplicaciones lineales de V en K. Cada elemento ¢ de Homg (V, K) puede represen-

tarse como la multiplicacién por una matriz, puesto que

¢() = (0(v1),0(v2),...,0(va)) -v;

y viceversa, es decir, para cualquier vector w de V, v — w-v es un elemento de Homg (V, K). Esta biyec-
cién es un isomorfismo de K-médulos, por lo que tenemos que V es isomorfo a V* y, por consiguiente,
a V** también. Con esto hemos demostrado que V** es un K-espacio vectorial de la misma dimensién
de V, pero para verificar que este sea reflexivo debemos cerciorarnos de que la aplicaciéon ¥ sea un iso-
morfismo. Para ello, basta darse cuenta que el kernel de esta es necesariamente el vector nulo, que se
corresponde con evaluar todas las aplicaciones de V* en el 0, y por lo tanto y es inyectiva; como V y V**
son de la misma dimensién, concluimos que ¥ es un isomorfismo.

Ejemplo 2.18.

(Ponet ejemplo de un médulo no reflexivo. )

hgth

2.3. Secuencias Exactas
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Capitulo 3

Bases de Grobner y Syzygias

A partir de este momento nos fijaremos en K[x]" ya que sus elementos son los involucrados en el médulo
de derivaciones. En particular nos fijaremos en sus submédulos.

Uno de los principales problemas que tienen los médulos en general es que describirlos es mas compli-
cado que en el caso de los espacios vectoriales. Con los espacios vectoriales, sabemos que siempre existe
una base y que, dandola, describimos por completo este espacio. En el caso de los médulos, sin embargo,
dar una base en el sentido de base de espacio vectorial no siempre es posible. Esto se materializa en el
problema de ser capaz de determinar si un elemento en particular se encuentra dentro del médulo.

Veamos como se afronta este problema a distintos niveles.

Ejemplo 3.1. Supongamos que tenemos R[x] —solo una variable— como mddulo de si mismo, f :=
x> —6x>+11x—6y g := x> —9x> +26x — 24 dos elementos de este y queremos determinar si el polinomio
p = 3x" +4x° — 3x> +x+ 1 pertenece al submédulo —o en este caso, ideal— (f,g). Como R[x] es un
dominio euclideo, es dominio de ideales principales y, por lo tanto,

(f.8) = (ged(f,8)) = (x* —5x+6).

Ahora responder la pregunta es mucho mds sencillo, ya que p € (f,g) siy solo si p es un multiplo de
x> —5x+6. Y eso podemos saberlo utilizando el algoritmo de la divisién para polinomios:

p=(3x + 15x* + 61 +215x* + 709x +2252) (x* — 5x+6) +7007x — 13511.
N —

cociente resto

El resto es distinto de 0, por lo que p no pertenece a (f, g).

Este ejemplo nos sefiala el camino para investigar la pertenencia a un médulo: primero, debemos en-
contrar una representacion de los generadores para los que un «algoritmo de la divisién» tenga sentido;
después, realizamos esta divisién que debe estar definida de forma que si el «resto» es distinto de cero,
sepamos que el elemento no pertenece, y si es cero, entonces si.

Visto asi, el ejemplo (3.1) supone una situacion idilica: por ser un dominio de ideales principales, sabe-
mos que vamos a poder representar al conjunto generador con un solo elemento, para el cual tenemos el
algoritmo de la division usual definido. Ademas, sabemos que el resto de este algoritmo de la divisién
arroja la conclusién que buscamos.

El problema aparece cuando empezamos a investigar conjuntos mds complicados.

Ejemplo 3.2. Consideremos ahora el anillo de polinomios R[x,y,z], un elemento f := 4x?y + 12xy* +
%xz3 +x%yz y el ideal I := {f). Aqui, no hay problema en conseguir un sistema de generadores que
nos permita «dividir» puesto que solo hay un elemento. Sin embargo, a la hora de intentar dividir, nos
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8 Capitulo 3. Bases de Grobner y Syzygias

encontramos dudando sobre cémo hacerlo. Tal y como estd escrito, podriamos inclinarnos por tomar
como el término principal a 4x%y e intentar dividir como lo hacemos en R[x], pero hay términos que
tienen mayor grado, asi que puede que esta forma no nos termine llevando a un resto como buscamos.
Pero si decidimos poner a un término de grado maximo, al principio, ;cudl de los dos deberiamos elegir,
xz3 0 x*yz? ¢son los dos vélidos y nos llevaran al mismo resultado? En resumen, ;c6mo debemos tomar

el valor que tenemos que tomar como «lider» para dirigir la divisién?

Ejemplo 3.3. En el mismo anillo que el ejemplo anterior, consideremos el ideal [ := <x +y,xy7, x> +y> + z2>.
Con este ideal la situacién es todavia peor que con el anterior. ;| Nos sirven estos generadores? ;Y como
hacemos para dividir con ellos?

Vemos por lo tanto que en el momento en el que introducimos maés variables, perdemos la capacidad de
resolver el problema de una forma razonable. Para poder solucionar este problema, deberemos generali-
zar el algoritmo de la division siguiendo las claves del ejercicio (??) para que este pueda aplicarse a estos
nuevos objetos y, asimismo, deberemos trabajar en una representacion del ideal que también nos permita
que esto funcione como es debido, para evitar las ambigiiedades vistas en este mismo ejercicio.

3.1. Graduacion de Modulos

Pensemos con detalle en el algoritmo de la divisién en un anillo de polinomios familiar como es R[x]. Al

dividir p = x> 4 2x*> — x+ 1 entre ¢ = x> — 1, buscamos anular el término de mayor grado de p —x’—

haciendo al mayor término de ¢ —x?— alcanzar a este. Es decir, lo que hacemos puede expresarse como

X422 —x+1=0g+x+2x> —x+1
X2 —x+1=xg+

( Completar. )

Como puede apreciarse, el funcionamiento de este algoritmo depende muy fuertemente de la nocién de
grado de un polinomio. Sin embargo, en el caso de mddulos el grado no siempre estd claro. Por lo tanto,
introducimos el concepto de que un anillo o un médulo esté «graduado».

Definicion 3.4. Sea A un anillo. Se dice que es un anillo graduado si existe una descomposicion B,_(Ag
donde Ag es un grupo abeliano para todo g y se cumple que A;A, C Agyy, para todo gy h.

Sea ahora M un A-mddulo. Se dice que es un A-mddulo graduado si existe una descomposicion @z My
donde Mg es un grupo abeliano para todo g y se cumple que AyMg C Mg .

Los elementos de Ay y de My se denominan homogeneos de grado g.

El problema de estos grados es que no nos permiten ordenar los distintos monomios que nos aparecen
de forma univoca. Por ejemplo, en xyz+ x%y 4 xy? los tres monomios que aparecen son distintos el uno
del otro aunque son del mismo grado. Para solucionar esto, debemos introducir el concepto de orden
monomial.

3.2. Ordenes monomiales

El concepto de orden monomial nos permite construir un orden total sobre los monomios de K|[x|. Para
poder definirlo bien, debemos identificar un monomio en n variables con un vector en N” que represente
sus exponentes, es decir,

xS xdn e (00, 00,..., 0).

o O z
Tomando & € N, notaremos x;" x5~ - - -x3” como x*. Asi pues, podemos tratar
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Definicion 3.5. Un orden monomial > es un orden total sobre los monomios en n variables que respeta
la multiplicacion, es decir, que satisface

K% > P — > P

para todo o,y yen N".

Ejemplo 3.6 (Orden lexicogréifico). Una posibilidad de ordenar los monomios es como si estos fueran

palabras en el diccionario. Por ejemplo, podemos ver x> y224 COMO XxXyyzzzZ'y en x> y4z4 COmMO XXYYyyzzZz.

Asi, ¥*y27* > x%y*z*. De manera mds formal, x* > xP si la primera componente no nula por la izquierda
de o — B es positiva. Con los valores de antes, x*y?z* > x?y*z* ya que la primera componente de (3,2,4)—

(2,4,4) = (1,—-2,0) es positiva.

Es facil ver que este orden es, en efecto, un orden monomial ya que si x* > xP, tendremos que la primera
componente de & — 3 serd positiva, y lo mismo ocurrird con lade oo +y— (B +7) = a — B por lo que
xVx% > x"xB.

Para referirnos a este orden en concreto utilizaremos >1gx.

Ejemplo 3.7 (Orden graduado-lexicografico). En ocasiones no nos interesard ordenar los monomios
con el orden lexicogréfico puesto que no tiene en cuenta el grado: x> > xy'?°z3*. Por lo tanto, podemos
definir un orden que tenga en cuenta el grado; en particular, que primero ordene por el grado y, en caso
de empate, utilice el orden lexicografico:

a« B gradox® > gradox? o
x% > =
gradox® = gradoxP y x® >pzx xB.

Este orden monomial es el graduado-lexicografico y se denota por >grap-_LEx-

Para poder generalizar este concepto a un médulo como K[x]” primero tenemos que aclarar qué es un
monomio en este anillo. La eleccién es bastante natural cuando consideramos que un elemento de, por

2xy+y* . .
]3 como puede ser 3 puede escribirse como 2xye; + yzel +x3e,+ yes. Asi que a
y

las expresiones de la forma x%e; con i € {1,...,n} las llamaremos monomios de K[x].

ejemplo, R[x,y

Definicion 3.8. Sea > un orden monomial en K[x]. Un orden monomial de médulos > 54 es un orden
total sobre los monomios de K[x|" que es compatible con la estructura de K[x|-mddulo de K[x]" y con el
orden >, es decir, que satisface

n x%e; > 64 xﬁej = x%x%e; > 154 xﬁxyej y
n X% > P — x%; > xPe;
paratodo a,ByyenN"eiy jen{l,...,r}

Ejemplo 3.9. La extension natural del orden monomial >1gx a los monomios de K [X]" es ordenar pri-
mero en funcién de la posicidn, haciendo que las primeras posiciones vayan antes que las dltimas —por
ejemplo e, > e3—, y si hubiese un empate, entonces se utilizase el orden > gx. Asi definimos el siguiente
orden monomial de médulos:

2, > xPe; = 1T O 5 3.1)
' 1=J]yXx" >rex X"

Sin embargo, podriamos haber tomado la decisién de que primero se comparasen x* y xf y, en caso
de empate, se hubiesen mirado las posiciones. Ambas posibilidades dan lugar a 6rdenes monomiales
de moédulos distintos: Vemos pues que es necesario aclarar si la posicién de los monomios debe ser
evaluada antes o después, asi que denotamos a estos 6rdenes como > (pgs gx) para el correspondiente a
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la definicion (3.1) y > gy pos) Para aquel que primero compara segtn el orden lexicogréfico y después
segtin la posicion.

Por ver un caso concreto, xye, > (igx pos) y’e; pero y’e; > (p0S,LEX) X)V€2-

Esta generalizacién que hemos hecho no estd limitada a >t gx, también se podria realizar con otros érde-
nes como >grap-Lex- Incluso se podrian permutar las posiciones para obtener todavia mas 6rdenes.

Con el concepto de orden monomial de médulos damos el primer paso en direccién a la respuesta de las
preguntas con las que abriamos el capitulo. Ahora, podemos dar algunas respuestas a las preguntas que
nos aparecian en los ejemplos (3.2) y (3.3).

Definicion 3.10. Sea p := c1x5le;, + cpx%2e;, + -+ + cpx®™e; un polinomio de K[x]" y > un orden mo-
nomial de médulos. Sea k € {1,...,m} de forma que x% sea el mdximo del conjunto de monomios de p
segtin el orden >, entonces

» el monomio lider de p se denomina LM (p) := xe; ;

» el coeficiente lider de p es el coeficiente que acompariia al monomio lider en p y se define como
LC(p) :=cxs

w el término lider de p es LT (p) :=LC (p) LM (p).

Con este aparataje ya tenemos una nocion de cudles son los términos «importantes» dentro de un polino-
mio, lo cual nos hace empezar a vislumbrar cémo dividir uno por otro. Lo primero es entender cudndo
pueden dividirse dos monomios de K[x]". Segiin la definicién 2.6, para x%e; y xPe ; dos monomios de
K[x] tenemos que x%e; divide a xPe; sii = j y x*|xP. Ahora si, podemos dar un algoritmo de la divisién
en K[x]". Este consiste en imitar el algoritmo usual para dividir un polinomio por otro en una variable;
pero en este caso, en vez de guiarnos por el grado para encontrar los términos «principales» del cociente
y el dividendo, utilizamos el término lider.

Definicion 3.11 (algoritmo de la divisién). Supongamos que tenemos dos polinomios f'y g en K|[x|. Para
dividir f entre g aplicaremos un algoritmo que consiste en replicar el algoritmo que ya conocemos para
los polinomios en una variable. Sin embargo, ahora los términos que guian los coeficientes que vamos
poniendo son LT (f) y LT (g):

Ejemplo 3.12. contenidos...

Para completar estas herramientas, introducimos las bases de Grobner.

3.3. Bases de Grobner

El primer obsticulo a superar, como ya hemos mencionado antes, es el tener una buena representacion
«favorable» de los generadores de un ideal  del médulo K [x]". ;Pero qué buscamos cuando decimos que
queremos una representacion favorable?

Antes de nada, veamos que siempre podremos encontrar un sistema generador finito, lo cual es de gran
ayuda.

Lema 3.13 (de Dickson). Todo ideal monomial estd finitamente generado. Mds formalmente: sea N C

N" e I := (x*| a € N) un ideal monomial. Entonces existen Q,0p,...,04 en N de forma que I =
(a1, x %),

Demostracion.
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Teorema 3.14 (de la base de Hilbert). contenidos...

3.4. Syzygias

11
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Capitulo 4

El Criterio de Saito

4.1. Producto Exterior

De cara a la demostracién del Criterio de Saito, utilizaremos una operacion que nos

13
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