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Capitulo 1

Introduccion

Supongamos que tenemos un polinomio en varias variables, por ejemplo f(x,y,z) := x>+ >+ xz, y
estamos trabajando intensivamente con combinaciones lineales polindmicas de sus derivadas parciales
de primer orden, es decir, expresiones como

208 (TS0 Of Of e 0] o

) s _+ - e
Yox "% Y %z ox oz ox TOVTYR

Entre las muchas preguntas que podemos hacernos se encuentra saber cudles son aquellas cuyo valor es
un multiplo escalar de la propia f. Por ejemplo,

0 0 0
x—f+y—f+z—f =x-2x4+2)+y-2y+z-x=2x"+2y* +2xz=2f.
ox dy dz

;. Cuales son estas? ; Qué estructura sicuen? ;Y como podemos calcularlas?




Capitulo 1. Introduccion



Capitulo 2

Modulos

2.1. Conceptos basicos

Los conjuntos con los que trabajaremos son una generalizacion de los espacios vectoriales donde los
coeficientes pertenecen a un anillo en vez de a un cuerpo. A esta generalizacién la llamamos médulo.

Definicion 2.1. Sea A un anillo y M un conjunto sobre el que hay definidas dos operaciones: una suma,
+ : M XM — M;yuna multiplicacion escalar, - : AXM — M. El conjunto M es un A-médulo si

= (M,+) es un grupo abeliano y

(@a+b)-m=a-m+b-m,
a-(m+n)y=a-m+a-n,

= se cumple que paratodoayben Aymynen M.
(ab)- m=a-(b-m) y

1l-m=m

Ejemplo 2.2. Z" es un Z-médulo con las operaciones naturales. En general, dado cualquier anillo A, A"
es también un A-mddulo con las operaciones componente a componente. Trivialmente, el propio A es un
A-médulo.

La definicion de espacio vectorial es més restrictiva que la de médulo, por lo que todo C-espacio vectorial
donde C es un cuerpo es también un C-mddulo. Por ejemplo, R” es un R-mddulo.

A lolargo de este trabajo serd de gran importancia el anillo de polinomios sobre un cuerpo, K [xl s Xy ens xn] ,
al que denotaremos K[x]. Sobre todo porque a partir de este construimos el conjunto de vectores de po-
linomios K[x]", que es un K[x]-mddulo.

De aqui en adelante, para todos los resultados, daremos por sentado que A sea un anillo y M un A-mddulo.

Definicion 2.3. Un subconjunto no vacio N C M se dice que es un A-submaodulo de M si es un A-modulo
con las operaciones de M restringidas.

Ejemplo 2.4. Si pensamos en Z como un Z-mdédulo, 2Z es un Z-submddulo. Esto deberia recordarnos

a los ideales de Z. De hecho, un ideal de un anillo A es un A-submodulo del propio A.

2 2
Consideremos el R[x, y]-médulo R[x, y]* y tomemos un par de elementos, como pueden seru : = <x y+xy >

x+y

3
yVvi= (i 3> . El conjunto de combinaciones lineales de estos vectores,

. _ a(x2y+xy2)+by3
<u9V>R[x,y] - {au+bvla9b€ R[X’J’]}— {< a(x+y)+bx3 |a’b€R[X,y] .

3



4 Capitulo 2. Modulos

es un R[x, y]-submddulo. De hecho, a este tipo de médulos los llamaremos submddulos generados por u
y V.

Definicion 2.5. Sea N un A-submodulo de M y G un subconjunto cualquiera de N. Diremos que N estd
generado por G y lo denotaremos como N = (G) 4 si

N ={a,g +a,8++a,8|a, €A g G keN}.

En el caso que exista algiin G = {gl,g2, ,gn} de forma que N = (G) 4 diremos que N estd finitamente
generado 'y lo escribiremos como N = (g, 85, ...,8,) 4. Cuando el anillo con el que estamos trabajando
esté claro, omitiremos el subindice.

Definicion 2.6. Sean m y | dos elementos de un A-médulo M. Diremos que m divide a | si existe a € A
de forma que am = 1.

Definicion 2.7. Sea N un A-submédulo de M y ~ la siguiente relacion de equivalencia sobre M :
m~m' < m—m' € N. Definimos el cociente de un médulo por un submédulo como M/N := M/~ que
es un A-médulo con las operaciones heredadas. Los elementos de este cociente se denotardn por m+ N.

2.2. Homomorfismos

Definicion 2.8. Sean M y N dos A-médulos. Una aplicacion ¢ : M — N se dice que es un homomor-
fismo de A-médulos si respeta las operaciones de médulo, es decir, si

» p(m+m') =dpm)+p(m') y
» ¢p(am) = agp(m)

para todo m,m' € M y a € A. En ocasiones, nos referiremos a los homomorfismos de A-médulos como
a aplicaciones A-lineales.

Ejemplo 2.9. La inclusién de Z" en Q" es un homomorfismo de Z-mddulos, sin embargo, no es un
homomorfismo de Q-mdédulos ya que Z” no es un Q-mddulo. Por otro lado, la aplicacién ¢ : C[x,y] — C
que envia a cada polinomio p(x,y) a p(0,1) es un homomorfismo de C-médulos.

Lema 2.10. Sean dos A-médulos M y N y un homomorfismo ¢ de A-médulos. ker ¢ es un submodulo
de M e im ¢ es un submodulo de N.

Con estas definiciones, ya podemos empezar a expresar los objetos que nos encontrabamos al principio en
un lenguaje mas formal. Para abreviar la notacion, escribiremos d; cuando nos refiramos a la aplicacion

g, :

i

Con estas aplicaciones, pasamos a definir el médulo de derivaciones, el conjunto donde residen todas las
posibles combinaciones lineales de derivadas parciales:

Der(K[x]) :={a,0, +a,0,+ - +a,0,|a; € K[X] Vi }.

Es un K[x]-médulo. Tomando f € K[x], aquellas derivaciones —elementos de Der (K [x])— que cuando
se aplican a f devuelven un multiplo escalar de f forman el submédulo de derivaciones tangentes a f:

Der(f) := {6 € Der(K[x])|6(f) € (f)}. 2.1)

Puede verse que si identificamos 0, con e;, tenemos que Der(K[x]) es isomorfo a K[x]" y, por esta misma
razén, Der(f) puede verse como un K[x]-submddulo de K[x]".
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Definicion 2.11. Diremos que un anillo A es noetheriano si todos sus ideales son finitamente genera-
dos. Diremos también que un A-médulo M es noetheriano si todo submédulo N C M estd finitamente
generado. Es decir, si existen ny,n,,...,n, en N de forma que N = (n;,n,,...,ny).

De aqui en adelante, salvo que se indique lo contrario, asumiremos que A siempre es un anillo noetheriano.

Lema 2.12. Sea M un A-médulo noetheriano. Los submédulos y modulos cocientes de M son también
noetherianos.

Lema 2.13. Que M sea noetheriano es equivalente a que toda cadena ascendente de submodulos N; C
N, C ... sea eventualmente estacionaria.

Definicion 2.14. Sea M un A-médulo. Diremos que M es libre de torsion si el iinico m € M tal que
am =0 para todo a € A es .

Definicion 2.15. Sean M y N dos A-médulos. El conjunto de homomorfismos de A-médulos de M a N
se denota por

Hom, ,(M,N) :={¢ : M — N |¢ es un homomorfismo de A-modulos} .

Definicion 2.16. Se define el modulo dual M™* como el conjunto de homomorfismos de A-médulos de M
en A:
M* :=Hom,(M,A).

Definicion 2.17. Sea v : M — M™* el homomorfismo de A-modulos que envia un elemento m de M a
la funcion w(m) : M* — A que a cada ¢ € M* le asigna el valor ¢p(m):

v M— HomA(HomA(M,A),A)
m+— w(m) : Hom,(M,A) — A
¢ — p(m)
Diremos que M es un A-modulo reflexivo si M es isomorfo a M™** por medio de esta aplicacion y.

Ejemplo 2.18. Veamos que todo espacio vectorial de dimension finita es reflexivo. Sea V' un K-espacio vectorial
de dimensién n 'y con base {vl, Ugyeons U,,}. El conjunto Hom (V, K) se compone de las aplicaciones li-
neales de V' en K. Cada elemento ¢ de Homg (V, K) puede representarse como la multiplicacion por una
matriz, puesto que

(I)(U) = (d’(vl) ’d)(UZ) [ 9¢(Un>) U5
y viceversa, es decir, para cualquier vector w de V', v = w- v es un elemento de Homg(V, K). Esta
biyeccién es un isomorfismo de K-moédulos, por lo que V' es isomorfo a V'* y, por consiguiente, a V' **
también. Con esto hemos demostrado que V** es un K-espacio vectorial de la misma dimension de V/,
pero para verificar que V' sea reflexivo debemos cerciorarnos de que la aplicacién y sea un isomorfismo.
Basta darse cuenta que el kernel de y es necesariamente el vector nulo, que se corresponde con evaluar
todas las aplicaciones de V* en el 0, y por lo tanto y es inyectiva; como V' y V** son de la misma
dimension, concluimos que y es un isomorfismo.

Ejemplo 2.19. Consideremos ahora el Z-mddulo Z/pz donde p es un nimero primo. Sabemos que Z/pz =
(1); por lo tanto, cualquier ¢ € (Z/pz)* esta univocamente determinado por la imagen de 1. Supongamos
que ¢(1) = x € Z, se debe cumplir que

px=pp()=¢(p-1)=¢0)=0 & px=0 & x=0.

Es decir, que (Z/pz)* = {0*} donde 0* envia cualquier elemento de Z/pz al 0 de Z. Al estar (Z/pz)* solo
compuesto por la aplicacién que todo lo lleva al cero, su dual, (Z/pz)**, solo estard compuesto por la
aplicacién 0** que envia todo al O de Z también. Al ser todos estos conjuntos finitos, podemos ver que la
cardinalidad de (Z/p2)** y Z/pz no coinciden y por lo tanto no pueden ser isomorfos, impidiendo esto a
su vez que Z/pz sea un Z-médulo reflexivo.
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Mas propiedades acerca de los mddulos reflexivos pueden encontrarse en [Stacks, Tag OAUY].

En ocasiones, encadenaremos homomorfismos y podemos necesitar expresar las relaciones entre las imé-
genes y los nicleos de las distintas aplicaciones. Para expresar esto, utilizaremos las sucesiones exactas.

Definicion 2.20. Diremos que una expresion del siguiente estilo:

D1 Pr Dt Dra2

es una sucesion exacta si se cumple que im¢; =Xker ¢, | para todo i, como ilustra este diagrama:

Para indicar que una aplicacion ¢ : M — N es inyectiva, escribiremos 0 - M — N, y para indicar

¢
que es sobreyectiva, M— N — (.

Con las secuencias exactas, podemos resumir nuestro problema en una sola expresion. Recordemos que
estamos estudiando el K[x]-mddulo Der(f), que es un K[x]-submédulo de Der(K[x]). Por otro la-
do, cada derivacién 6, cuando se aplica a f nos da lugar a un elemento en el K[x]-submédulo J :=
(0,f,....0,f) € K[x]. Finalmente, a nosotros los elementos que nos interesan son aquellos que sean
multiplos de f, es decir, que pertenezcan al K[x]-submddulo {(f). Esto dltimo es equivalente a decir
que nos interesan aquellos elementos que son 0 cuando hacemos el cociente de J por { f). Todo esto lo
podemos expresar como una secuencia exacta:

0 — Der(f) —23 Der(K[x]) —53 g — 0

I (2.2)

KI[x]"

La funcién @ es una inclusion, £ envia una derivacion 6 a su evaluacién en f —6(f)— y « es simplemente
la aplicacion canénica de J a J/in(f).

Definicion 2.21. Un A-médulo P es proyectivo si para cada epimorfismo de A-médulos e : M — N y
cada homomorfismo de A-modulo h . P — N existe un homomorfismo de A-médulos ¢ . P - M de
forma que h = eog.

puede ser «elevado» a través de cualquier epimorfismo e a un homo-

P

Suele ser comiin referirse a esto diciendo que todo homomorfismo A / \L
h

morfismo ¢ y queda ilustrado por el diagrama de la derecha. M —=3 N

> 0

Ejemplo 2.22. Sean M =Z/az, N =Z/27y P = Z/27 vistos como Z-mddulos. Como e es un epimorfismo
de Z-méddulos, necesariamente tendremos que e(0) = e(2) =0y e(1) = e(3) = 1. Como A simplemente
tomaremos la identidad. Sea ahora ¢ : P — M un homomorfismo de Z-mddulos cualquiera; existen dos
posibilidades para ¢(1):

= si (1) € {0,2}, entonces e(¢p(1)) =0 # h(1);

= si por el contrario ¢(1) € {1,3}, entonces ¢p(0) = p(2-1) = 2¢(1) =2 y de nuevo llegamos a que
e(¢(1)) =0+ h(l).

En conclusidn, Z/2z no es un Z-modulo proyectivo.


https://stacks.math.columbia.edu/tag/0AUY
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Damos ahora dos propiedades que nos permitiran relacionar los médulos proyectivos con los libres.

Lema 2.23. Todo modulo libre es proyectivo.

Demostracion. Sea P un A-moédulo libre con base { DisPs-ees pk} y tomemos el resto de premisas como
en la definicién 2.21. Al ser P un médulo libre, cualquier homomorfismo de A-médulos ¢ : P — N esta
univocamente determinado por las imdgenes de la base de P. Sean m,m,,...,m, elementos de M de
formaque e (m,) =h ( D; ) , cuya existencia estd garantizada por ser e un epimorfismo. Definiendo ¢ ( pi) i=
m; tenemos que e(d)(pi)) = h(pi) por lo que eog = h.

Una introduccidén a los médulos proyectivos puede encontrarse en [LectMoRi, seccion 1.2].
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Capitulo 3

Bases de Grobner y Sicigias

A partir de este momento solo trabajaremos con médulos K [x]” ya que son los involucrados en el médulo
de derivaciones.

Uno de los principales problemas que tienen los mddulos en general es que describirlos es mas complicado
que en el caso de los espacios vectoriales. Con los espacios vectoriales, sabemos que siempre existe una
base y que, dandola, describimos por completo este espacio. En el caso de los médulos, sin embargo,
dar una base en el sentido de base de espacio vectorial no siempre es posible. Esto se materializa en el
problema de ser capaz de determinar si un elemento en particular se encuentra dentro del mddulo.

Veamos como se afronta este problema a distintos niveles.

Ejemplo 3.1. Consideremos el R-médulo R[x] —solo una variable—y a f := x> —6x>+11x—6y
g = x> —9x% 4+ 26x — 24 dos elementos de este. Queremos determinar si un polinomio cualquiera, por
ejemplo p = 3x” +4x> —3x% +x + 1, pertenece al submédulo —o en este caso, ideal— { f, g). Como R[x]
es un dominio euclideo, es dominio de ideales principales y, por lo tanto,

(f.8) = (med(f.g)) = (x>~ 5x+6).

Ahora responder la pregunta es mucho més sencillo, ya que p € (f,g) si y solo si p es un multiplo de
x2—5x+6.Y eso podemos saberlo utilizando el algoritmo de la divisién para polinomios de una variable
que conocemos:

p=(3x"+15x* +61x7 +215x% +709x +2252) (x* — 5x +6) +7007x — 13511.
. \o / %K—J

v v resto r
cociente g divisor d ;

Por el Teorema de la Divisidon, sabemos que este resto es el tinico polinomio de R[x] que satisface p =
qd +r con grado menor que d. Por lo tanto, al no ser 0, podemos afirmar que p no esta en (f,g).

Este ejemplo también ilustra un cambio de perspectiva que serd muy importante a lo largo de toda esta
seccion: la division deja de ser importante por los valores exactos que arroja y su relevancia es mas bien
cualitativa. Con esto nos referimos a que, como tal, los valores concretos del cociente y el resto no tienen
ninguna relevancia a la hora de determinar si p pertenece o no a (f, g). Conocidas las propiedades de este
algoritmo de la divisién en R[x], solo nos interesa si el resto es 0 0 no, puesto que es lo que determina si p
pertenece o no a ( f,g). En base a esto, nuestra motivacion para la divisién debe cambiar de ser «obtener
q y r de forma que p = gd + r donde grador < gradod» a un méas abstracto «obtener un representante r
que satisfaga algunas condiciones de la clase de p en Rlxl/(f.¢)».

Visto asi, el ejemplo 3.1 supone una situacién idilica: por ser un dominio de ideales principales, sabe-
mos que vamos a poder representar a cualquier conjunto generador con un solo elemento; por lo tanto,
sobre cualquier conjunto generador siempre habra definida una division, que consistird en dividir como

9



10 Capitulo 3. Bases de Grobner y Sicigias

ya conocemos por el elemento generador. Ademas, por el Teorema de la Divisidén, conocemos que el
representante r que satisfaga grador < gradod es unico, lo cual nos permite discernir si p esta en (f,g)
viendo si 7 =0 o no.

En espacios mis complicados, muchas de estas buenas propiedades desaparecen e impiden extender el
proceso anterior.

Mas variables: Consideremos ahora el anillo de polinomios R[x, y, z], un elemento f :=4x>y+12xy*+
%xz3 +x%yz y el ideal T := {f). Si bien este espacio no tiene por qué ser un dominio de ideales
principales, al solo haber un generador podemos obviar de momento esa parte. Siguiendo la linea
del ejemplo 3.1, para ver si p € R[x, y, z] deberiamos dividir por f y ver si el resto es 0 o no. Pero
llegados a este punto, ;cémo deberiamos dividir? Podemos intentar imitar el algoritmo usual de la
divisién, pero este necesita siempre una nocién de orden entre los términos del divisor y también
del dividendo. En este caso, ;deberiamos tomar 4x?y como «término lider» de f o igual seria mejor
tomar a uno de mayor grado como %xz3? Pero %xz3 y x?yz tienen el mismo grado, ;a cual coger,
entonces? La eleccidn de este «término lider» en dividendo y divisor cambiard el funcionamiento
del algoritmo, asi que debemos cerciorarnos de cuales de estas opciones son validas y también

revisar si el algoritmo tradicional adaptado de esta manera sirve su propdsito.

Mas generadores: Sin cambiar de espacio, consideremos ahora el ideal I := <x +y,xyz, x> +y* 4 22 >
En este caso, el que R[x,y,z] no sea un dominio de ideales principales es un problema. ;Co-
mo podemos dividir siquiera? Otra dificultad a la que nos enfrentamos aqui una vez hayamos
entendido cémo dividir serd saber si nuestro sistema de generadores es compatible con la divi-
sién ya que, por ejemplo, a x2 + y? + z2 se le puede restar (x+ y)*> e I podria expresarse como
<x +y,xyz,—2xy+ 2> > (Sirven ambas representaciones?

Mas «dimensiones»: Por tltimo, también debemos tener en cuenta que por lo general trabajaremos en
K[x]", lo cual hara que los elementos tengan mas de una componente. ; Como integrar las compo-
nentes en las divisiones?

En resumen, para poder construir un algoritmo de la divisiéon mas general necesitaremos tener un orden
total dentro de los monomios para saber cdmo ir construyendo el cociente, ver como dividir por més de
un generador e integrar a las distintas componentes.

3.1. Graduacion de Modulos

Pensemos con detalle en el algoritmo de la divisién en un anillo de polinomios familiar como es R[x].
Al dividir p = x342x% — x+ 1 entre ¢ = x> — 1, buscamos anular el término de mayor grado de p —x3—
haciendo al mayor término de ¢ —x?>— alcanzar a este. Esto es basicamente en lo que pensamos en todo

momento mientras realizamos el algoritmo de la divisién «con cajax:

X 42x? —x +1 x2—1
—(x3 —X) x+2
[ iteracion:  +2X% +1
—(2x2 -2)
Miteracion:  +3

Como puede apreciarse, el funcionamiento de este algoritmo depende muy fuertemente de la nocién de
grado de un polinomio. Al estar generalizando todo, es oportuno que generalicemos también la nocién
de grado a anillos y médulos.

Definicion 3.2. Sea A un anillo. Se dice que es un anillo graduado si existe una descomposicion EB;’:O A
donde A, es un grupo abeliano para todo gy se cumple que A;A, C A, j, para todo g y h.

8
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Sea ahora M un A-médulo. Se dice que es un A-médulo graduado si existe una descomposicion @
donde M, es un grupo abeliano para todo g y se cumple que Ay,M, C M, ).

gez Mg

Los elementos de A, y de M, se denominan homogeneos de grado g.

El problema de estos grados es que no nos permiten ordenar los distintos monomios que nos aparecen
de forma univoca. Por ejemplo, en xyz + x*>y+ xy* los tres monomios que aparecen son distintos el uno
del otro aunque son del mismo grado. Para solucionar esto, debemos introducir el concepto de orden
monomial.

3.2. Ordenes monomiales

El concepto de orden monomial nos permite construir un orden total sobre los monomios de K[x]. Para
poder definirlo bien, debemos identificar un monomio en » variables con un vector en N que represente
sus exponentes, es decir,

@, %

al’l
XX, X, e (al,az,...,an).

a a (04 s .
Tomando a € N”, notaremos x11x22 -+ x,," como x*. Asi pues, un orden monomial se corresponde con

un orden total en N” de forma que sea compatible con la estructura de monoide que posee el conjunto de
monomios.

Definicion 3.3. Un orden monomial > es un orden total sobre los monomios en n variables que respeta
la multiplicacion, es decir, que satisface

x> xP = x'x%> x'xP

para todo a,fyy en N"

Ejemplo 3.4 (Orden lexicografico). Una posibilidad de ordenar los monomios es como si estos fue-

ran palabras en el diccionario. Por ejemplo, podemos ver x3y”z* como xxxyyzzzz y en x*y*z* como

xxyyyyzzzz. Asi, x3y?z* > x2y*z*. De manera mas formal, x* > x” si la primera componente no nu-
la por la izquierda de a — f§ es positiva. Con los valores de antes, x>y*z* > x?y*z* ya que la primera

componente de (3,2,4)—(2,4,4) = (1,-2,0) es positiva.

Es fcil ver que este orden es, en efecto, un orden monomial ya que si x* > x”, tendremos que la primera
componente de « — f serd positiva, y lo mismo ocurrird con la de a +y —(f+y) = a — f por lo que
X7 x> x7xP.

Para referirnos a este orden en concreto utilizaremos > gy.

Ejemplo 3.5 (Orden graduado-lexicografico). En ocasiones no nos interesara ordenar los monomios con
el orden lexicogréfico puesto que no tiene en cuenta el grado: x> > xy'2°z34. Por lo tanto, podemos definir
un orden que tenga en cuenta el grado; en particular, que primero ordene por el grado y, en caso de empate,
utilice el orden lexicogréafico:

[t p
s P s gradox® > gradox” o
gradox® = gradox” y x% >y xP.

Este orden monomial es el graduado-lexicogréifico y se denota por >ugap_rex-

Para poder generalizar estos 6rdenes a un modulo como K[x]" primero tenemos que aclarar qué es un

monomio en este anillo. La eleccidon es bastante natural cuando consideramos que un elemento de, por

. 2xy+y? _
ejemplo, R[x, yI? como puede ser < 3 > puede escribirse como 2xye; + y2e1 + x3e2 + yes.
¥

Definicion 3.6. A las expresiones de la forma x“e; coni € {1,...,n} las llamaremos monomios de K[x].
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Definicion 3.7. Sea > un orden monomial en K[X]. Un orden monomial de médulos > 4, es un orden
total sobre los monomios de K[X]" que es compatible con la estructura de K[X]-médulo de K[x]"y con
el orden >, es decir, que satisface

= x%€; > 64 xﬂej = x“x"e; > 64 xﬁxyej y
= XY > xP = x%,; >4 XPe;

paratodo a,fyyenN"eiyjen{l,...,r}. Porlo general, omitiremos el subindice «m6d» ya que se
sobreentenderd que estamos tratando con modulos.

Ejemplo 3.8. Una manera de extender el orden monomial >;zx a los monomios de K[x]" es ordenar
primero en funcién de la posicién, haciendo que las primeras posiciones vayan antes que las dltimas
—por ejemplo e, > e;—, y si hubiese un empate, entonces se utilizase el orden > gy. Asi definimos el
siguiente orden monomial de médulos:

i<j o

x"e; > xPe; = 3.1)

i=jy X" >y xP.

Sin embargo, podriamos haber tomado la decisién de que primero se comparasen x% y x? y, en caso
de empate, se hubiesen mirado las posiciones. Ambas posibilidades dan lugar a 6rdenes monomiales
de moddulos distintos: Vemos pues que es necesario aclarar si la posicion de los monomios debe ser
evaluada antes o después, asi que denotamos a estos 6rdenes como >pgs 1rx) Para el correspondiente a
la definicion (3.1) y > gx pos) Para aquel que primero compara segun el orden lexicografico y después
segun la posicion. Por ver un caso concreto, xye, > ygx pos) y’e, pero ye, > (pos,LEX) XV€)-

Esta generalizacion que hemos hecho no esta limitada a > gy, también se podria realizar con otros érdenes
COMO >cpap-rex- INCluso se podrian permutar las posiciones para obtener todavia mas 6rdenes.

Con el concepto de orden monomial de médulos damos el primer paso en direccion a la generalizacién
del algoritmo de la division formalizando esa nocién de «término lider» que menciondbamos.

Definicion 3.9. Sea p :=c xe; +c,x%2e; +--+c,x*me; unpolinomio de K[X]"y > un orden monomial
de médulos. Sea k € {1,...,m} de forma que x° sea el mdximo del conjunto de monomios de p segiin el
orden >, entonces

= el monomio lider de p se denomina LM (p) := xske,.k;

» el coeficiente lider de p es el coeficiente que acomparia al monomio lider en p y se define como
LC(p) :=¢;;

» el término lider de p es LT (p) :=LC(p) LM (p).

Necesitamos también concretar la nocién de divisibilidad para poder integrar las distintas componen-
tes que puedan tener los elementos dentro de la divisién. Segiin la definicién 2.6, para x%e; y x’e ; dos
monomios de K[x] tenemos que x”e; divide a x’e; si i =jy x7|x’.

Con todo esto, ya podemos definir un algoritmo de la divisién de un elemento por otro en K[x]". En
esencia, imitaremos al algoritmo tradicional solo que, en este caso, nos guiaremos por los monomios
lideres y no por el grado.

Definicion 3.10. Supongamos que tenemos dos polinomios f y g en K[x]" junto con un orden monomial
sobre este.

1: Definimos D <« f,d < g, ¢ < 0y r « 0 como las variables que representan el dividendo, divisor,
cociente y resto, respectivamente.

2: repite

3: mientras LM (d) |LM (D) haz

4: ‘ Sea m € K[x] de forma que LM (D) = mLM (d).



Divisores Libres y Confirguraciones de Hiperplanos - Sixto José Martinez Gan 13

5: | D«<D-md, c<c+m
6: D« D—-LM(D), r < r+LM(D)
7: hasta que D =0

Al finalizar este algoritmo, tendremos que f = cg+r donde ninguno de los términos de r es divisible por
LM g).

La tnica novedad de este algoritmo con respecto al que ya conocemos de polinomios en una sola variable
es lainstruccién de la linea 6. En ella, le sustraemos a D su término lider, lo afiadimos al resto y repetimos
todo el proceso otra vez con el resto de términos de D. Esto lo hacemos para reducir todo lo posible el resto,
garantizando que ninguno de sus términos sea divisible por LM (g). De no hacer esto, solo podriamos
garantizar que, al final de la ejecucion, LT (D) no es divisible por LT (g).

Ejemplo 3.11. Sean f :=3x%e, +2x%e, +2x’ye, + x’¢, y g := x’e, +2ye; dos elementos de R[x, y]*
con el orden monomial > grap_1£x pos)- Aunque hayamos expresado en la definicion todo de una forma
muy «programable», en esencia, lo que hacemos es bastante similar a una division usual:

3x%e;  +2x%¢; +2x%ye, +x2e, x%e; +2ye;
—(3x%e, +6x2ye;) 3x2+2x+1
+2x%e;  +2x°ye, —6x’ye;  +x’e,
—(2x%e, +4xye;)
12 iteracion: Qa&yeg —69&}&7 +x2e1 —4xye;
1 1% iteracion 12 iteracion —(x2e1 +2ye;)
3% iteracion: —46@6? —ijeg

1 3% iteracién 1 4% iteracién

12 iteracion: reducimos D dos veces, lo cual se corresponde con dos ejecuciones del bucle interno o las
dos primeras restas que aparecen arriba. Después, eliminamos el término lider de D, 2x%ye,, ya
que no es divisible por LM (x2e1 +2ye3) = x’e, y se lo afladimos a r. Esto deja D = —6x2ye; +
x%e; —4dxye;, c =3x>+2x y r =2x%ye,.

22 jteracion: el término lider de D, —6x2ye;, sigue sin ser divisible por x?e;, por lo que no reducimos.
Después, eliminamos este de Dy se lo afiadimos a r. Esto deja D = x’e, —4xye;, c = 3x> +2x y
r= 2x2ye2 - 6x2ye3.

32 iteracion: reducimos una vez. Después, eliminamos el término lider de D, —4xye;, ya que no es
divisible por x’e, y se lo afiadimos a r. Esto deja D = —2ye;, ¢ = 3x> +2x+ 1y r = 2x*ye, —
6x2ye; —4xye;.

42 jteracion: el término lider de D, —2yes, el dltimo que queda, no es divisible por x?e;, por lo que
no reducimos. Después, eliminamos el término lider de D y se lo afladimos a r. Esto deja D =0,
c=3x2+2x+1yr=2x>ye, —6x>ye; —dxye; —2ye;. Al ser ya D = 0, el algoritmo para.

Queda por lo tanto
f= (3x2 +2x+ 1) g +2x2ye2 — 6x2ye3 —4xye; —2ye;

~
resto r

donde ninguno de los términos en r es divisible por LT (g).

Definicion 3.12. Sea G un subconjunto de K[x]" con un orden monomial de médulos >. El K[X]-submédulo
de los monomios lideres de G lo denotaremos por

LM(N) :=(LM(g)|g € N).

Teorema 3.13 (de la base de Hilbert). Sea A un anillo noetheriano. Entonces el anillo de polinomios
A [xl, .. ,xn] es también noetheriano.
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Proposicion 3.14. Sea A un anillo noetheriano y M un A-médulo finitamente generado. Entonces, M
es un A-modulo noetheriano.

Como K es un cuerpo, todos sus ideales son principales, asi que es noetheriano. Por el teorema de la base
de Hilbert, K[x] es noetheriano también. Y por dltimo, por la proposicién 3.14, K[x]" es igualmente
noetheriano. Esto es de gran importancia, ya que nos asegura que es suficiente con tener un algoritmo de
la division para N finitamente generado.

Definicion 3.15. Sean f un elementoy N = (g,,...,8;) un K[x]-submodulo de K[x]". Definimos el
algoritmo de la division de f entre N como sigue:

I: Definimos D « f, d; < g;, ¢; < 0y r < 0 como las variables que representan el dividendo, los
divisores, los cocientes y el resto, respectivamente.

2: repite

3 mientras haya algun i de forma que LM (a’[) |LM (D) haz

4. Sea i de forma que LM (dl-) LM (D).

5: Sea m € K[x] de forma que LM (D) = mLM (d,-).

6 D«D-md,c;<c;+m

7: D« D—-LM(D), r <« r+LM(D)

8: hasta que D =0

En este caso, procedemos como en el algoritmo 3.10 pero, en vez de intentar reducir en cada paso por
un solo divisor, buscamos si alguno de todos ellos nos sirve para anular LM (D) y, en caso de que si, lo
utilizamos para reducir. Nétese que puede haber varios, en cuyo caso, puede elegirse el que se prefiera.

Pudiera parecer que ya hemos solucionado el problema que plantedbamos al principio del capitulo puesto
que ya tenemos un algoritmo de la divisién y ademas sabemos que todos los submddulos de K[x]” son
finitamente generados. Sin embargo, todavia podemos encontrarnos con casos como el siguiente:

Ejemplo 3.16. Supongamos que N := (xe, + ye,, ye, + xe, ) es un R[x, y]-submédulo de R[x, y]* y que-
remos saber si f := x’e, — y°e, pertenece a N. Al aplicar el algoritmo de la division siguiendo el orden
> pos.Lex) d€ 3.15 nos encontramos que ninguno de los dos generadores de N puede reducir a f, por lo
tanto el resto es el propio f. Como el resto es distinto de 0, estariamos tentados a decir que f no pertenece
a N, pero démonos cuenta de que f = —y (xel + ye2) +Xx ( ye, + xez) y, por ende, si que pertenece.

(Qué es lo que ocurre aqui? Si nos fijamos, en la operacion f = —y (xel + yez) +x (yel + xez), los tér-
minos lideres de sendos generadores —xe; e ye;— se anulan, por lo que el término lider de esta com-
binacién es menor que los términos lideres de los generadores. En general, esto lo que nos muestra es
que LM (N) no tiene que ser igual a (LM (xe, + ye,) ,LM (ye, +xe, ) ). Esto supone un duro golpe para
nuestros algoritmos de la divisién, ya que cuando para un K[x]-submédulo N = (g,...,g;) tengamos
que LM(N) # (LM (gl ) ,..., LM (gk) ), aunque el resto sea distinto de 0, no podremos garantizar que el
elemento esté fuera de N. Por supuesto, si el resto es 0 si que podemos garantizar que si esta.

Para solucionar este problema, necesitamos encontrar una representacion de los submédulos algo mejor.
Esta mejor representacion se conoce como base de Grobner.

3.3. Bases de Grobner

Para conseguir esta mejor representacién, simplemente exigimos la condicidon que discutiamos en la sec-
cién anterior.

Definicion 3.17. Sea N un K[x]-submodulo de K[X]" con un orden monomial de médulos > y G un
subconjunto de N. Este subconjunto G es una base de Grobner de N si N =(G) y (LM (G)) =LM ((G)).

Para verificar si esta clase de conjuntos generadores soluciona de una vez por todas estos problemas,
necesitamos unos resultados intermedios.
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Lema 3.18 (de Dickson). Sea N CN"e I :=(x" | @« € N) unideal monomial. Entonces existen a,,a,, ...,
en N de forma que I = (x*1,...,x%),

Aunque el lema de Dickson habla de ideales monomiales dentro del anillo de polinomios K [x], extenderlo
a submédulos es inmediato. Si pensamos en un K[x]-submédulo N de K[x]" generado por monomios,

es decir N := <x“e,-a la e J > donde J C N", podemos expresarlo como

N=(xacJei,=1)e,+(x*|lacJei,=2)e,+-+(x|lacTei,=r)e,;

por el lema anterior, cada uno de estos «coeficientes» que acompaian a los vectores e; es un ideal mono-
mial finitamente generado;

= <x“',x“2,...,xa"1 >e1 +<xﬁ1,xﬂ2,...,xﬁ"2>e2+---+<xy1,xy2,...,xykr>er

= <x"1e1,x°‘2e1,...,x“"lel,xﬁlez,xﬁzez, ,xﬂkzez,...,x}'ler,xher,...,x”rer>.

Este resultado nos permite ver una condicién mas fuerte sobre los K[x]-submddulos monomiales de
K[x]": no solo son finitamente generados, como ya sabiamos gracias a la proposicién 3.14; sino que
ademaés admiten conjuntos generadores finitos formados por monomios.

Lema 3.19. Sea N un K[x]-submodulo monomial de K[x]" de forma que N = <x“1 € x"2ei2, e, X% €, >

Un monomio xPe; pertenece a N siy solo si es un miiltiplo de alguno de los monomios generadores. En
otras palabras, existe j € {1,...,k} de forma que x%e; |xe,.
J

Este pequefio resultado nos da una forma bastante rapida de determinar si un monomio pertenece o no a
un K[x]-submdédulo monomial de K[x]". Démonos cuenta de que esto es justo lo que hacemos cuando
intentamos reducir el término lider de f en el algoritmo de la divisién de 3.15. Con todo esto, ya damos
la respuesta final a la pregunta que abre el capitulo.

Teorema 3.20. Sea N un K[x]-submodulo de K[x]" y sea G = {gl,g2, ,gk} una base de Grobner de
N. Un elemento f de K[X]" pertenece a N siy solo si el resto de f dividido por G segiin el algoritmo
3.15esO.

Demostracion. Como ya mencionamos antes, si el resto es 0 ya sabemos que f € N. Asumamos ahora
que el resto no es cero. Eso quiere decir que en alguna iteraciéon nos hemos encontrado con que LM (D) no
es divisible por ninguno de los LM (gl-). En todo momento, D es de la forma f — g donde g es una com-
binaci6n lineal de los elementos de G. Por lo tanto, si LM (D) no pertenece a (LM (g,),...,LM (g;) ).
como G es una base de Grobner, tampoco pertenecerd a LM (V) y, por lo tanto, f —g & N lo cual, como
g si que pertenece a N, es equivalente a decir que f & N. O

Con todo esto, ya tenemos una solucion al problema de la pertenencia de un elemento a un submdédulo:
obtener la base de Grobner del submoédulo y dividir por ella para ver si el resto es nulo o no. Sin embargo,
no tenemos garantias de que existan bases de Grobner para todos los submoddulos y, en caso de que si las
haya, tampoco sabemos cdmo calcularlas.

Recordemos el problema que nos habfamos encontrado en 3.16. En este ejemplo, habia monomios li-
deres ocultos en los términos de los generadores. Para desenmascararlos, lo que haremos serd lo que
vimos en ese ejemplo: anular los términos libres para forzar a que estos aparezcan. Para eso, dados
f =x"e; y g =x"e; clementos de K[x]" y ay b elementos de K[x] de forma que aLM (f) =bLM(g) =
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mem (LM (f),LM(g))!, definimos la siguiente expresion:

LCa f_ch sii=Jj;
S(f.g)= (7 L
Osii#j.

Ejemplo 3.21. Sean f = 3x?ye, +2xe, y g = 13xe, + )’e, elementos de R[x, y]* con el orden > gy pgg)-
Como LM (f) = xzyel y LM (g) = xe, estan en la misma componente —e;—, y mcm (LM (f),LM(g)) =
x2y =LM(f) = xyLM(g), tenemos que

1 xy 2 1
S(f.g) = 3 (3x?ye, +2xe,) + G (13xe, +)¢,) = 3¥et Exy(’ez.

Noétese que esto desvela a xe, como un monomio lider en LM ({f, g)).

En esencia, lo que buscaremos hacer es evaluar las parejas de polinomios en el conjunto generador a
través de esta expresion, si nos descubren un monomio lider nuevo, lo incorporamos a la base y, si no,
seguimos.

Definicion 3.22. Sea G := {gl, ,gk} y N :=(G). El algoritmo que utilizaremos para obtener una
base de Grobner para N, llamado el Algoritmo de Buchberger, se define como sigue:

1: Definimos d; < g; parai € {1,...,k} yt < k.

2: mientras hayaniy jen {1,...,t} de forma que el resto de S(gl-,gl-) entred,,...,d, no sea 0 haz
3: Sean i y j una de esas posibles parejas.

4: Sea r el resto de dividir S (gi,gj) entredy,...,d,

5: digg <71

6: t—t+1

Al final del algoritmo, {dl, ,d,} es una base de Grobner de N.

El funcionamiento de este algoritmo se sustenta en dos pilares. El primero es que, como cada vez que
afiadimos un nuevo elemento este es un resto, tenemos que los K[x]-submddulo (LM (d 1 ) ..., LM (dt) )
forman una cadena ascendente la cual, por ser K[x]" noetheriano, debe finalizar en algiin momento. Por
esto mismo, el algoritmo termina. El segundo es el teorema 3.25, que nos garantiza que cuando este
algoritmo pare, el conjunto que tendremos sera una base de Grobner.

3.4. Sicigias

En la seccién anterior hemos solucionado el problema de pertenencia a un K[x]-submédulo de K[x]",
pero necesitamos conocer los generadores de este submddulo. Por lo tanto, hasta el momento solo hemos
resuelto la mitad del problema ya que para Der(f) todavia no sabemos calcular todavia un conjunto
de generadores. Para poder hacer esto, introducimos el concepto de sicigia, una nocién que extiende el
concepto de solucién de un sistema lineal en el caso de un espacio vectorial.

Definicion 3.23. Sean A un anillo, M un A-méduloy fi, f5, ..., fi elementos de M. Una sicigia de los
elementos f|, f5,..., [ es una k-tupla (gl,gz, e ,gk) de elementos de A de forma que f,g,+ fr8,+ -+
J18=0.

Noétese que el conjunto de sicigias de fi, f5, ..., f; forma un A-submédulo de A* puesto que es el kernel
del homomorfismo de A-médulos

c: AK— M

(3.2)
ae;+ae,+--+ae,—a fi+a,fr+-+a f

I Aqui podria haber un pequefio malentendido con la nocién de minimo comiin miltiplo: por ejemplo, ;cual es el minimo
comiin miltiplo de xy? y x2y en R[x, y]? Lo natural seria decir x2y%, que es nuestra convencién, pero también serfa valido decir
3x2y? ya que ambos tienen el mismo orden monomial. Ambos serian validos, pero siempre nos referiremos a aquel que no esté
multiplicado por constante.
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Definicion 3.24. Sean A un anillo, M un A-médulo 'y f, f>, ..., f elementos de M. Denotaremos por
Syz (fl,fz, ,fk) al A-submédulo de A* formado por todas las sicigias de fi, f5, ..., [}

Véase que Der(f), tal y como esté definido en (2.1) puede expresarse en términos de sicigias:
Der(f)={a,0,+a,0,+ - +a,0,|a,0, f +a,0,f +-+a,0,f =pf.p€ K[x] };
recordemos que podemos ver d; como e; a través del isomorfismo « de (2.2);
~{(ay.ay....,a,) € K[X]"|a,0,f +a,0,f ++++a,0,f —pf =0,p € K[x] }

={(a1,a2,...,an) EK[X]”|(al,a2,...,an,p) €syz(0,f,0,f,....0,f.f).p € K[X] }

Teniendo ya e

Teorema 3.25 (criterio de Buchberger). Sea G un subconjunto de K[X]', este tiltimo equipado con un
orden monomial de médulos >. G es una base de Grobner de (G) siy solo si para toda pareja de elementos
fygenG setiene que el resto de S(f,g) =0 entre G es Q.

Demostracion. Si G es una base de Grobner, entonces, como S(f, g) € (G), por el teorema 3.20 tenemos
que el resto de su division entre los elementos de G sera 0.

Como K[x]" es noetheriano, podemos asumir desde el principio que G = { 818255 gk}

(Ver como lo metemos.

O]

Para poder calcular las sicigias necesitaremos dos resultados. El primero nos permite restringir una base
de Grobner a solamente unas coordenadas.

Lema 3.26. Sea > un orden monomial de médulos que satisface

" ) i<j o , .
x'e; >x"e; &4 wt o f donde >" es un orden monomial. (3.3)
i=j yx*>'x

Es decir, un orden que mira primero la posicién en el orden usual. Sea M un K[x]-submédulo de K[x]"
v G una base de Grobner de este con respecto al orden >. Entonces, para el médulo restringido a las
componentes a partir de la s-ésima, es decir,

Ms ;:{ (ms’ms+l’“"mn)

0,0,....0,mg.my,y,...,m,) € M},
s—1

el conjunto G, es una base de Grobner con respecto al orden >.

Demostracion. Tomemos un f = ( fos Fsitrenes fn) en M. Por definicion, este tiene un elemento aso-
ciadoen M, f = (0,0, e 0, f forts o ,fm). Al ser G una base de Grobner de M, tendremos que habra
algin g € G de forma que LM (g) |LM(f). Ahora bien, por la condicién que satisface el orden, sabe-
mos que todos los términos de g deben encontrarse en la s-ésima componente o por debajo, lo cual

nos garantiza que g = (O, 0,...,0,85, 85415 ,gn). Gracias a esto, sabemos que también se cumplird que
LM (gs) LM ( fs) y,como G, C M, esto es equivalente a que LM (MS) = (LM (G)) lo cual nos garantiza
que G, es base de Grobner con respecto a este orden. O

Démonos cuenta de que esto nos permite calcular bases de Grobner a M con respecto a cualquier orden:
escogemos un orden que satisfaga la condicion que impone el lema 3.26 con el cual G,. Pero démo-
nos cuenta de que G, es un conjunto generador de M independientemente del orden escogido, asi que
cambiamos el orden y calculamos la base de Grobner a partir de G con respecto a este nuevo orden.
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Teorema 3.27. Sean f, f5, ..., fy elementos de K[x]"y sean f", f},.... f," los correspondientes ele-

mentos en K[x]" +k pero en este caso por el principio, es decir, si f; = (a 1>, ... ,a,) entonces

[ =(ay.a,,....a,0,0,...,0).

s Yo
——
k

Entonces, si G es una base de Gribner de M := (f}+e. |, [ +€.0.....f; +€., ) con respecto a
un orden > que satisfaga la condicion (3.3), se tiene que —siguiendo la notacion introducida en el lema

3.26—
SYZ (f1, fas-oos fi) ={Gry1) -

En particular, G, es una base de Grobner de syz (fl, Sfosee ,fk) con respecto al orden >.

Demostracion. Por el lema anterior sabemos que G, es una base de Grobner de M, . Queda pues

comprobar que M, | =syz (fl,fz,...,fk). Supongamos? que m,, | = (;4,+1,;4r+2, ,,u,+k) €M, en-
tonces existe un elemento asociado m = (O, 0,..0,0, s My - ,,ur+k) € M. Podemos expresar m de
dos formas, una en términos de los vectores de la base canénica y otra en términos de los fl.Jr +e,,; que
generan M:

i€t Hraorpn o by = by (f 1) 0y (f +e0) o+ b (fE+e,0,), by € KIXI;
= (b S +bof + b fF) + (brey b, o+ +bie, ).

Como todas las componentes de f;r desde la r + 1-ésima —incluida— son 0, podemos extraer dos con-
clusiones. La primera es que b, = u; ya que son los tnicos coeficientes que acompaiian a las dltimas
componentes; y la segunda es que

mfi+ufot+ o+ umfi=b1fi+byfo+ - +b fi, =0.

Porende, m,,| €syz(f}. fa, ..., fi ). Enelotro sentido, si tenemos m, | := (py, tps .. i) €SYZ(f1, foreees fi)s
entonces existe

m: = Hpy (f1++er+l) +iur+2 (f2++er+2) +"'+Mr+k (f/:_+er+k) eEM

con sus primeras r componentes nulas y las ltimas k coinciden con las de m, ;. Porlo tanto,m, , € M, ;.
Concluimos, pues, que M, =syz (f}, fo.--.. f%)- O

2Para que el lector sepa en todo momento cuindo un elemento estd en K[x]" thk o K [x]k, utilizamos el subindice en el
elemento dandole consistencia con la notacion utilizada en el lema anterior. Pero este no debe ser interpretado de forma distinta
que si pusiéramos m’ o m; es decir, el subindice sobre un elemento no debe verse como el resultado de una «proyeccién».



Capitulo 4

El Criterio de Saito

En el capitulo anterior concluiamos con un método para calcular Der (/) utilizando las sicigias, una herra-
mienta que hemos derivado de las bases de Grobner. Con estas, podemos obtener un conjunto generador
de Der(f) e incluso una base de Grobner de este mismo que nos permita determinar si una derivacién
esta o no en el conjunto. Pero otra pregunta de gran importancia aparece cuando consideramos una gran
diferencia entre mddulos y espacios vectoriales. Asi como para estos Gltimos siempre tenemos que los
subespacios admiten una base, en el caso de los mddulos no tiene por qué ser asi.

Ejemplo 4.1. Consideremos el K[x, y]-médulo (x, y). Por ser noetheriano, sabemos que, de existir alguna
base para (x, y), esta debe de ser finita. Supongamos que existe y es {a 1,0, ... ,ak}. Entonces, existiran
unos Unicos py, ps,....P; Y 41- 492, --- -4, €n K[x,y] de forma que

p1aytpray+ o tpag=x 0y qiay+qayteqea =y.
Esto nos permite llegar a la siguiente igualdad:
ypia;+ypya, + - +ypa, =Xy =Xxq,a; +xq,a, + -+ xq,a,.

Ahora bien, por ser {a 150355 ak} una base, necesariamente tendremos que yp; = xq; para todo i. Como
med (x,y) = 1, es necesario que p; = xp:. Esto nos lleva a que

xp’lal +xp’2a2+ +xp;<ak =X
x (p’lal +p2a'2 + - +p;€ak) =X,
K[x] es un dominio de integridad por lo que podemos simplificar,
play+pyas+-+pia =1
Esto tltimo es una contradiccion, ya que 1 € (x, y).

Definicion 4.2. Sea A un anillo, M un A-médulo y N un A-submédulo de M. Diremos que N es libre
si admite una base.

Definicion 4.3. Un polinomio p € K[x] se dice libre de cuadrados si, en caso de poder expresarlo de la

forma p = a*b, se tiene que a es una unidad de K[X].

Lemad4.4. Un polinomio p € K[X] es libre de cuadrados siy solo si mcd <;7p, ;Tp, e ;Tp) es una unidad
1 2 n

de K[Xx].

El criterio de Saito nos da una forma bastante rapida de determinar si Der(f) es o no libre.

Teorema 4.5 (Criterio de Saito). Sea f un polinomio libre de cuadrados de K[X]y 6,,6,,...,06, deriva-
ciones de Der(f). Entonces, Der(f) es libre si y solo si det (51,52, ,5,,) =uf donde u es una unidad
de K, es decir, un elemento de K \ {0}.

19
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En este capitulo explicaremos la demostracion de este resultado que aparecen en [Faenzi]. Pero primero,
deberemos ilustrar algunas construcciones que se utilizan en dicha demostracion.

4.1. Producto Exterior

De cara a la demostracion del Criterio de Saito, utilizaremos una operacion que nos serd de gran ayuda: el
producto exterior. Para entender esta, necesitaremos entender primero el producto tensorial. En esencia,
el producto tensorial aparece en el siguiente contexto: supongamos que M, N y O son A-mddulos donde
A es un anillo y tenemos una aplicacién b : M X N — O que es bilineal, o sea, que b(e,n) y b(m,s) son
homorfismos de A-mddulos para cualquier m € M y n € N; nos gustaria encontrar un A-mddulo E a
partir de M X N en el cual exista un homomorfismo de A-mddulos b’ : E — O que se comporte como
b. En resumen, queremos que para cada (m,n) en M X N exista un elemento m * n en E de forma que
b’ (m % n) = b(m,n). Esta es la motivacion de la construccién del producto tensorial.

Definicion 4.6. Sea A un anillo y M y N dos A-modulos. Tomemos E al A-médulo definido como

@Dmem A -e,,, donde e, , debe entenderse como la tupla (m,n) sin ningiin tipo de operacion asociada,
neN ’ '
es decir, no debemos pensar que €, , +¢€, » =€, .. al igual que no pensamos que €, +e, = e;.

Ahora, consideremos dentro E el A-submodulo S definido por

€ 2
m+m’ ,n
S =

€

€ —€

m,n €

mn+n’ em,n —€

m,an aem,n

! no /s
e "lae Ame M,ne N

am;n aem,n’ €

Definimos el producto tensorial de M por N como M @ N := E/s y denotaremos a la clase de equiva-
lencia de cada e, , como m@ n.

Ejemplo 4.7. Quizas el ejemplo mas natural sea el producto escalar. Asi pues, tomemos la aplicacion
(o,¢) : R3xR3 - R. En este caso, todo elemento de R> ® R es de la siguiente forma —entendiendo .S
como en la definicién de antes—:

a d
b ® e +S=(ael+be2+ce3)®(de1+ee2+fe3)+S
c f 4.1)

=ade, ®e| +aee; @e,+afe Qe;+bde, e
+beeZ®e2+bfe2®e3+Cde3®el+Cee3®e2+cfe3®e3+s

(De aqui en adelante omitiremos los «+.5» o similares sumas por el A-submddulo que estemos haciendo
el cociente.)

Vemos pues que {ei ®e;li,j€{1,2,3} } es una base de R* ® R3. Por lo tanto, para encontrar una aplica-
cién lineal ¢ : R3® R3 — R que coincida con el producto escalar debemos dar las imagenes de la base.
En este caso,

1 sii=j;

0 sii#j.

Si evaluamos esta aplicacion lineal f en el producto anterior veremos que, en efecto, nos devuelve el

valor que queremos. Por lo tanto, gracias al producto tensorial hemos convertido una aplicacién bilineal
en una aplicacion lineal a costa de tener un dominio algo mas complicado.

dle;®e;) = (e.e;) =

Ahora supongamos que aquello en lo que queremos trabajar son aplicaciones bilineales alternadas, es
decir, b : M X M — N donde b(m,m’ ) = —b(m’ ,m). En esta situacion tendremos que imponer que m ®
n=-n@m.

Definicion 4.8. Sea A un anilloy M un A-médulo. Consideremos el A-submédulo T de M @ M definido
como
T= <m®m'—m'®m|m,m' S M>
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Definiremos el producto exterior de M por M como M A M := (MOM)/T y denotaremos la clase de
equivalencia de cada (m,m’ ) comomAm’.

Noétese que ahora m Am = 0.

Ejemplo 4.9. El ejemplo natural en el caso de aplicaciones bilineales alternadas es el producto vectorial
eXe : R3xR — R3. Podemos aplicar el mismo proceso que en (4.1).

a d
b|Al e |=(ae, +be,+ce;) A(de; +ee,+ fe;)
c) \f

=ade1 /\el +aee1 /\e2+afel /\e3+bde2/\e1
+bee2/\62+bfe2/\e3 +Cde3/\e1 +Cee3 /\e2+Cfe3 /\63;

suprimimos los elementos de la forma e; Ae; y ponemos todas las parejas e; Ae; de forma que i < j;

=aeel /\e2+afel /\e3—bde1 /\e2+bfe2/\e3—0de1 /\e3—cee2/\e3
=(ae—bd)e ANe,+(af —cd)e, Ae;+(bf —ce)e, Aes.

Vemos por lo tanto que R3 AR? tiene como base {el A€y, e Aes, e, /\e3} y las imégenes de estos son
(]5(61 /\ez) = el XeZ = e3, d)(el /\63) = el Xe3 = —62 y ¢(62Ae3) = 62><63 = el.

Vemos de nuevo que la aplicacion ¢ es lineal y nos devuelve el producto vectorial.

Estas mismas ideas pueden extenderse a aplicaciones n-lineales para construir productos como " M
M®M ® - ® M y, consecuentemente a aplicaciones n-lineales alternadas para construir \" M :=
MAMA--AM.

Aunque pueda parecer que los productos exteriores hacen un espacio «mas grande», esto no tiene por qué
ser asf.

Ejemplo 4.10. Consideremos R3 AR3 AR3. Los elementos son de la forma

a d g
biAle|AlR =aeie1/\ez/\e3+afhe1/\e3/\e2+bdie2/\el/\e3
c f i
+bfge, AesAe +cdhes Ae Ae,+ceges Ae, Aep;
donde podemos ver que, por ejemplo, e, Ae; Ae; = —e, Ae; Ae; =e; Ae, Aey y asi expresamos todos

estos productos en términos de e; Ae, Aes;
=(aei+bfg+cdh—(ceg+afh+bdi))e ne,Anes. 4.2)
Vemos, por lo tanto, que R3 AR3 AR? es en realidad R (e; Ae, Aes), un espacio isomorfo a R.

Lo que ocurre en estos casos es que los distintos 6rdenes en los que pongamos los elementos de un
producto exterior v; Av, A -+ Ay, solo lo cambian en signo. Podemos resumir lo que ocurre en el siguiente
lema.

Lema 4.11. Sea V un espacio vectorial de dimension n. Entonces, dim /\k V= (Z)

Por otro lado, podemos extender los homomorfismos de A-mdédulos que ya conocemos a productos exte-
riores de una forma natural.

Definicion 4.12. Sea A un anillo, M y N dos A-médulosy ¢ . M — N un homomorfismo de A-médulos.
Definimos la aplicacion /\k(b : /\kM - /\kN como sigue:

myAmy A« Amy —> qb(ml) /\d)(m2) A /\¢(mk) .
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Un fenémeno relevante ocurre cuando tenemos dos espacios vectoriales V' y W de la misma dimension
cada uno con una base {ul, Ugyeons U,,} y {wl, Wy, ..., wn} y una aplicacidn lineal ¢ : V' — W entre ellos.
Escribiendo las coordenadas en funcidn de estas bases, la aplicacidn lineal ¢ tiene asociada una matriz
P de forma que las coordenadas de la imagen de v; a través de ¢ son la i-ésima columna de P. Ahora
bien, A"V y A"W son espacios vectoriales de dimension 1 con base v AUy A= AV, Yy W AWy A+ AW,
respectivamente. Por lo tanto, la aplicacion A" ¢ : A"V — A" W simplemente serd multiplicar por un
escalar. Evaluémosla en v; Av,y A -+ A v, para ver exactamente cudl es. Pero antes, démonos cuenta de
que en (4.2) la forma de simplificar construia el determinate, lo cual es cierto en general; por ende,

/\q’)(v] AUIA = AU,) = PLAPy A= AP, = (det P)w; Awy A+ AW, (4.3)
4.2. Demostracion del Criterio de Saito

A lo largo de esta demostracién, utilizaremos fuertemente el hecho de que Der(f) es un K[x]-mddulo
reflexivo. Esto se debe a que podemos encontrar ciertas relaciones entre los médulos reflexivos y los
modulos libres. Por un lado, tenemos la siguiente relacion:

lema 2.23
M mdbdulo libre=——== M mddulo proyectivo=——= M moddulo reflexivo

. . si M es un K[x]-médulo ., . si M esun K[x,y]-médulo . .
M modulo libre - M mddulo proyectivo < M médulo reflexivo
Teorema de Quillen-Suslin
[Lang]

([,Lo de que reflexivo implica proyectivo es si es un médulo de con como mucho dos variables o que es de rango 2? ;Y la referencia donde esta? )

Gracias a estas implicaciones podemos asegurar que todo mddulo libre es reflexivo. Sin embargo, solo
podemos asegurar que los médulos reflexivos sean libres cuando son K[x, y]-médulo, es decir, cuando
admitan la estructura de modulo asociada a un anillo de polinomios en dos variables. Esto, por lo tanto,
nos garantiza que Der(f) es siempre libre cuando f € K[x, y].

En un médulo libre, la nocidn de rango es simplemente la cantidad de elementos que tiene la base. Pero
como ya hemos visto a lo largo de este trabajo, hay mddulos que no tienen por qué ser libres. Por ende,
necesitamos generalizar la nocion de rango para poder tratar con estos.

Definicion 4.13. Sea A un anillo y ~ la relacion de equivalencia sobre A X (A\ {0}) dada por (a,b) ~
(a,p) < af = ab. A la clase de equivalencia de (a,b) la denotaremos %. El conjunto

Q(A) = AX(A\(0})/~

junto con las operaciones
a o af+ab a « aa
o=y ===
b p bp b g bp
forma un cuerpo al cual llamaremos cuerpo de fracciones de A.
Definicion 4.14. Sea M un A-médulo finitamente generado. Diremos que M tiene rango r si M @ Q(A)

es un Q(A)-modulo libre de rango r.

En general, la cadena de implicaciones que nos seran Gtiles a lo largo de la demostracion del Criterio de
Saito seran las siguientes:

. [Stacks, Tag 0AVO] . .
M modulo reflexivo > M libre de torsién

= M es unideal de K[x] )
=— M es un modulo libre

M de rango 1
4.4

M es reflexivo


https://stacks.math.columbia.edu/tag/0AV0
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Puede encontrarse en [Saito, corolario 1.7] una demostracién de que Der(f) es un médulo reflexivo de
rango n. Siguiendo el esquema, tenemos que Der(f) es libre de torsién, pero necesitariamos que tuviese
rango 1 para continuar hacia delante. Lo que haremos sera estudiar el médulo /" Der(f) para reducir
este rango y poder continuar.

Lema 4.15. Sea M un A-médulo de rango n'y s € N. Entonces, \* M es un A-médulo de rango (';)

Demostracion. Recordemos que ya en 4.11 este resultado aparecia tras observar lo que ocurria con los
elementos de las bases. Ahora consideremos ( /\S M ) ® Q(A). Hay un isomorfismo de Q(A)-mddulos

entre \°®Q(A) y A (M ®Q(A)):

AM®@Q4) — N\ (MeQ4)
(myAmy A= Am) @5 — (m @) A (my@1) A (m,B1)

(m Am A...Am)@M(_ m®ﬂ /\ m®% /\...A m®&
1 )= byb,...b, Y 2 b, S b,
Aunque pudiera parecer que no es un isomorfismo puesto que los lados derechos no lucen iguales, recor-
demos que por las propiedades del producto tensorial y exterior y por ser ambos conjuntos Q(A)-moédulo
tenemos que
4 ) as a9 as
— A —Z A A — ) =|— 1 -
(moq)n(mei)rn(moi)=[5men)

A
b

2 (m2®1)] A A
b2

(m@1)|

N

=R (i @ 1) A (my®@ 1) A A (@ 1)
byb,...b,
aay...ag
(mefi)mennenmen

Ahora bien, por hipdtesis M ® Q(A) es un Q(A)-espacio vectorial de rango n asi que A" (M ® Q(A)) serd
también un Q(A)-espacio vectorial, en este caso de rango (Z) Gracias al isomorfismo, ( /\S M ) ®Q(A)

es igualmente otro Q(A)-espacio vectorial de rango (;’) lo cual quiere decir que M es de rango (';) O

Este lema nos garantiza que /\" Der(f) es un K[x]-mddulo reflexivo de rango 1. Por el esquema en 4.4,
tenemos que /\" Der(f) es también libre de torsion y, por lo tanto, /\" Der(f) es isomorfo a un ideal de
K[x]. Por dltimo, aplicando la dltima de las implicaciones, tenemos que /\" Der(f) es un K[x]-mddulo li-

bre y ademaés de dimensién 1. Sumado a esto tenemos que /\" Der(f)esun K[x]-submddulo de /\" Der(K[x]) =
(0] AOy A== AD,), por lo tanto, Der(f) = (pd; Ady A -+ AD,) para alglin p. Nétese que este p esta bien
definido salvo por alguna unidad de K[x], es decir, tanto nos daria poner p que kp siempre y cuando exista

k~! e K[x].

Ahora bien, recordemos la sucesion exacta de 2.2. Podemos aplicar productos exteriores a los elemen-
tos, pero esto hace que la sucesion pueda dejar de ser exacta. Sin embargo, habrd un homomorfismo

n

)
N\ Der(f)—— /" Der(K[x]). Recordemos lo que ocurria en 4.3. De forma similar,

(Esto de antes lo tenfamos ya que el médulo era libre. Habria que justificar que para médulos finitamente generados de rango n también ocurre. )

aqui tendremos que /\" ® se corresponde con multiplicar por el determinante de ®. Como ademas @
jugaba el papel de inclusion, llegamos a que es este determinante €l valor de p, es decir, A" Der(f) =
(det®a; Aoy A= AD,).

Ahora, por un lado, definamos N := (6,,6,,...,6,) como un K[x]-submédulo de Der(f) donde los §;

forman una base y consideremos la inclusién N A Der(f). Volvamos a recordar la aplicacién @ de 2.2.
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Para aclararnos algo mas, escribimos el siguiente esquema de los homomorfismos —jojo!, esto no es una
secuencia exacta—:

N =(8,,6,,....6,)— Der(f)— Der(K[x]). 4.5)

Como los §; € Der(K[x]) = (d;,0,,...,0,), tenemos que existe alguna matriz A € Mat(n X n, K[x]) de
forma que
(61,63,....6,) = (0,05,...,0,) A (4.6)

Por lo tanto, podemos pensar en que la aplicacion ®o: envia a cada 6; a (al, 0y, ... ,a,,) A; donde A; es la

i-ésima columna de A. Es decir, que las columnas de A se entienden como las coordenadas de los 6; en
funcién de la base {01 ,0p, .., 0n}. Pensemos ahora en la aplicacion

N'(@o

—> Der(K[x])

OjAOy A" A6, +—— 0| A0, A+~ AD,det A

Vemos por ella que det (Por) = det @det: = det A. Como 1 es un isomorfismo, tiene inversa y por la regla
de Cramer para la inversa, deti es una unidad de K[x].

4.2.1. El valor del determinante

Designemos I := (det ®) un ideal de K[x]. Por un lado, fijamos f0; € Der(f); y por otro, definimos
0, = %aj - %ai € Der(f). Asi,
i J

L,J
n
0,1 AO o A N0 AFOAD, A AB,,_ AD,, € [\ Der(f).

n—1
Pero, simplificando todos los productos exteriores nulos nos queda f <% ) 0 AdyA---AD,. Esto quiere

n—1
decir que f < %) € I para todo i. Debemos tener por lo tanto que

—1 n—1 n—1
fmcd<<af) (ﬁ) .,(ﬂ) )
0x; 0x, 0x,

No nos olvidemos de que gracias al lema 4.4 sabemos que ese maximo comun divisor es 1. Por esta razon,
det ® debe dividir a f.

En el caso de que f ya sea irreducible, det @ solo puede ser 1 o f. Supongamos que es 1, entonces como
hemos dicho algo mas arriba, det A = 1 - det, que es una unidad de K[x]. Nuevamente por la regla de
Cramer, tendremos que A~! es una matriz con elementos en K[x]. Pero esto implicaria que la expresién
4.6 es bidireccional y que podemos expresar

(61,85,....8,) A™' = (0,,0,,...,0,) .

Esto querria decir que Der( f) = Der(K[x]), algo que en general no es cierto salvo que f sea una constante.
Descartamos tal situacién por ser muy aislada.

Lema 4.16. Sea f un polinomio libre de cuadrados de K[x] que puede ser descompuesto en factores
irreducibles como f = f|f, -+ f,. Entonces, Der(f) = ﬂle Der(fi).

Demostracion. Sea 6 € Der(f) y llamemos f_; := ff, - fi_1fiy1 -+ fr—1f,- Por laregla del producto
tenemos que

5(f)— (f1f2 1)
Pflfz (fz)f—t+f5( )
pfifa- [ fi8(f- )=5(f,) i
(f—i_ (f_,)) ,=5<f1)f_,
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Como ademas mcd ( i f_i) = 1 por ser f libre de cuadrados, podemos decir que 5( fi) | f;. Este argu-
mento nos garantiza que Der(f) € (7_, Der( f;). En el otro sentido, supongamos que 5 € (;_, Der (f;).
Esta claro que f; |5(f1). Ahora asumamos que f| f5 - fklé(flfz fk) para algin k € {1,2,...,r—1},
cambiemos sutilmente la expresion f_; a f1 f5 -+ fi_1 fiz1 - [xfxs1 Y vEamos que

§(fifar fiq1) = 5(fk+1)f—(k+1)+fk+15(f—(k+1))
=Pt S+ +fk+15(f—(k+l))’ donde p € K[x],
=pf + fie18(fogan)) 5

por la hipétesis de induccion, 5(f_(k+1)) = qf_(k+1) con g € K[x];

=pf + fr19S ~ a1y
=@+af.
Por lo tanto, concluimos ﬂ;zl Der(f,-) C Der(f) y, por ende, Der(f)=(1_, Der(fi). O

A partir de este lema podemos decir que " Der(f) C " Der ( f,-), lo cual nos lleva a que I C (f;) como
ideales de K[x]. Pero esto no es més que decir f;|det ® para todo i, por lo tanto f|det ®. Junto con el
resultado anterior, tenemos que det ® = uf donde u es una unidad de K[x].

Puede verse, gracias al mismo razonamiento de 4.3, como det (®or) = detddet: = fdet:. Vemos pues
que si N = Der(f), es decir, si Der(f) es libre, entonces N = Der(f) y por lo tanto se cumple que
det: es una unidad de K[x]. Para ver exactamente esto ultimo, recordemos la regla de Cramer: como 1
es un isomorfismo, necesariamente tiene inversa y eso quiere decir que det: es inversible. Por otro la-
do, observemos que Con esto concluimos que si Der(f) es libre, entonces det (8,55, ...,8,) = det A =
detddet: = fdet: donde det: es una unidad de K[x], como se pedia en el enunciado del teorema.

Antes de embarcarnos en la otra implicacion, necesitaremos un resul-

1
tado auxiliar. (M*)gx Mg —= Q(K[x])
Lema 4.17. Si M es un K[x]-modulo finitamente generado, entonces /]\ /]\ T
M* es reflexivo. M* xM —24 K[x]
Demostracion. Para cualquier A-mddulo B, denotaremos BQ =B® T T T
Q(A). Consideremos el diagrama de homomorfismos de K[x]-mddulo 0 0 0

que aparece a la derecha. Las inyecciones que aqui mostramos son las naturales: en el caso de las de la
izquierda, mandan los elementos m bien de M o M * a los correspondientes m @ 1; y en el de la derecha,
es directamente la inclusion. Estas son inyecciones si y solo si M es libre de torsién ya que en caso de que
no, un elemento comom® 1 = fm @ % podria ser 0 si fm = 0. Con el mapa eval cometemos un abuso
de notacioén y lo reutilizamos en ambos casos aunque no seria igual. Esta aplicacién envia un par (f,m)
a f(m) en ambos casos, es decir, evalda la aplicacion en el punto que se le dé.

Podemos ver los conjuntos de la parte baja del diagrama como subconjuntos de los de arriba. Asi, pen-
saremos en M * como en

{h € (M*), leval(h,m) € K[x] Ym € M }

o en otras palabras, como todos aquellos homomorfismos en el conjunto ampliado a las fracciones que
«restringidos» a M funcionan como un elemento de M *. O

Ahora asumamos que existen 6;,9,, ..., 8, de forma que det (51 300y ,5n) =uf conuunaunidad de K[x]
y volvamos al esquema de 4.5. A partir de este, sabemos que tenemos

AN'N —  A'Der(f) < A"Der(K[x])
(61 A-NBy) —> (fO[AAD,) € (A AD,)
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Ahora bien, recordemos que
Sy NSy A+ NS, =det (8,,85,...,6,) 0 A0y A+ AO, =uf0; A0y A+ AD,,.

Al ser u simplemente una unidad, hemos llegado a que A" N = A" Der(f). Por dltimo, lo que buscamos
es quitar ese producto exterior. Ya sabemos que N C Der(f), por lo que solo nos hace falta ver la otra
implicacién. Sea 6 € Der(f). Por ser este un subconjunto de Der(K[x]), lo podemos escribir como

6= plal +p202 + .- +pn6n.
Fijémonos ahora en la relacion 4.6. Recordando la regla de Cramer, sabemos que

_ 1 . 1. 1
Al = dj(A) = —adj(A)= —B
detAaJ( ) ufaJ( ) 7

donde adj(A) es la matriz adjunta de A. A~! estid en Mat(nx n,Q(K[x])) pero los adjuntos de la ma-
triz A estan en K[x], por lo que podemos expresar A~! como vemos al final de la igualdad con B €
Mat(n X n, K[x]). Por lo tanto, como

(01,05...,0,) = (8,.6,,....6,) A~ :%(51,52,...,5,1)3,
reescribimos 6 como
by by b, g
6= 751 + 752 + 76,,, donde b; € K|[x], o también

=b,8,+by6,+-+b,6,, donde b, € Q(K[x]).

Para poder garantizar que estos Bl- estan en K[x], acordémonos de que § € Der(f)y \"Der(f)= A"N,
por lo que si en 6; Ad, A -+ AS, sustituimos &; por 6 nos queda

n
BiAB A A6 ABAS A NS, A5, € [\N.

Percatémonos de que esta expresion, una vez eliminamos todos los productos exteriores nulos queda como
b8 A8y A= NS, € \" N, lo cual es solo posible si b; € K[x]. Con esto concluimos que § € Ny, por
tanto, que N = Der(f).



Apéndice A
Un ejemplo completo de calculo

El algoritmo para calcular las sicigias que nos permite obtener Der(f), en esencia el algoritmo de Buch-
berger, tienen un alto coste computacional que hace impracticable ejecutarlos «a mano». En la practica,
se utilizan sistemas de Algebra Computacional que ya vienen preparados con estos algoritmos en sus
versiones mas 6ptimas. Sin embargo, como ocurre con muchas otras operaciones a lo largo de nuestra ex-
periencia matemética, conviene saber como hacerlas a mano para tener una mayor intuiciéon. En muchos
textos que tratan sobre estos asuntos se suelen omitir los ejemplos a este tipo de operaciones o se dan
algunos en casos demasiado sencillos —ideales de K[x] en vez de K[x]-mé6dulo de K[x]" donde da la
casualidad que todo se anula a la primera— por lo que creemos conveniente desarrollar en este apéndice
por completo un caso no trivial para que el lector se lleve una imagen realista de qué ocurre detrds de la
pantalla. Ademas, ilustraremos también después cdmo se resuelve utilizando un sistema dedicado a este
tipo de célculos.

A.1l. A mano

En concreto, intentaremos calcular Der(f) donde f = x?z+)> enel anillo C[x, y, z] con el orden > (P0S.GRAD-LEX)"
Recordemos que lo que buscamos es una descripcidn total del conjunto

a%+b%+c% =kf, keC[x,y,z] }
ox z

— 3
Der(f) = {(a, b,c) € C[x,y,z] 3y 3

Esto lo podiamos reescribir como

Der(f) = {(a,b,c) e C[x,y,z]°

(a,b,c,k)Esyz(i,ﬂ,%,f>,keC[x,y,z]}.
ox dy 0z

Lo primero que tendremos que hacer serd calcular el submédulo de sicigias syz (2xz,3y%, x?, x>z + y°)
siguiendo el método indicado en 3.27. Comenzamos ampliando los distintos elementos a vectores para
que sus componentes extra «mantengan el registro» de las anulaciones que hacemos. Asi, tomamos

2xz 3y? x2 x2z+)3
1 0 0 0
&= 0 }g:i=[1}g:=|0]y gi = 0
0 0 1 0
0 0 0 1

Calculamos ahora una base de Grobner a partir de estos elementos. Para empezar con el mejor pie posible,
lo que haremos sera convertir este conjunto en un conjunto reducido, es decir, que buscaremos garantizar
que ninguno de los términos de g; sea divisible por algiin LM (g j) donde j # i. En este caso, vemos que
81> & Y &3 no tienen ningun termino divisible, sin embargo g:1 si, asi que lo reducimos:
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x’ze; +)’e, +e5 2xze, +e,
1 1
—(x2261 +5xe2) Ex
3 _1
y3e1 erz 1 +65 )
—(y € +§ye3) 3y € +e3
1 1 1
—5X€ —3ye;  tes 3V

Afiadimos «cajas de divisién» conforme nos vayan haciendo falta ya que no solo dividimos por un ele-
mento sino por varios a la vez, por lo que puede ser que para anular un término hagamos uso de uno, para
anular otro usemos un elemento distinto e incluso puede que necesitemos volver a utilizar algiin elemento
de nuevo. Pero en esencia, el procedimiento de division es el mismo pero ahora podemos «saltar» de caja
en caja.

El resto es irreducible por los demas elementos, asi que lo usaremos como elemento g,. Multiplicar por
un escalar un elemento no afecta al resultado, por lo tanto, intentamos obtener la expresion mas sencilla
para este y asi

0
3x
1 1
84 :=—6<——xe2——ye3+e5>= 2y .
2 3
0
-6

Ahora si, comenzamos a calcular la base de Grobner. La primera pareja, g, y g,, nos da

6xy%z 6x)°z 0
3y? 0 3y?
S(gl,g2) = 3y2g1 —2xzg, = 0 |-| 2xz |=|-2xz|;
0 0 0
0 0 0

cuyo término lider se encuentra en la segunda componente. Como no hay ningtn otro g; con término
lider en la segunda componente, este elemento es irreducible y, por ello, lo afladimos como g5 a la lista
de elementos de la base. Pasamos ahora a la siguiente pareja, g; y g3; aqui tenemos que

2x%z) (2x%z 0
X 0 X
S(gl,g3)=xg1—2zg3= 0O |-] O |=] O |.
0 2z -2z
0 0 0

Este elemento si que es reducible, por lo que le aplicamos el algoritmo de la divisién por { £1,82-83,84: 85 } :

xe2 —2284 2xze1 + 62

2 1

—%yeg, —2264 +2€5

De nuevo, al no ser 0 lo afladiremos a nuestra lista de generadores como g¢ pero antes lo multiplicamos
por un escalar para hacer la expresion lo mas sencilla posible:

=)

0
-3/ 2
86 I=7<—§ye3—2264+265> =|lYy
3z
-3
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El resto de emparejamientos en los que esté g; cumpliran S(gl,gi) = 0 ya que los términos lideres no
estaran en la misma componente. Lo mismo ocurre con las parejas formadas por g, 0 g3 ¥ &4, &5 O &;
y lo mismo podemos razonar con aquellas formadas por g, 0 g5 y g6. A la hora de realizar este proceso
a mano, conviene mantener un registro de cuéles son los elementos de la base y qué parejas hace falta
evaluar. En este momento, la situacidn es la siguiente: la lista de generadores es

2xz 3y? x? 0 0 0
1 0 0 3x 3y? 0
g§1=| 0 }&=|1}&=|0te=|2y}8=|"2xz|yg=|V
0 0 1 0 0 3z
0 0 0 -6 0 -3
y entre estos las parejas ya evaluadas se muestran en la tabla a 2 3 4 5 6
la derecha marcadas con el simbolo v. Démonos cuentade que 1| v vV vV V V/
S(gi,gi) =0y que S(gi,gj) =—S(gj,gi),p0rlo que no hace falta 2 i axaxt
prestar atencion por debajo de la diagonal la cual indicamos conel 3 e V /V /
simbolo e. En blanco dejamos las parejas que si estan pendientes 4 d v
de ser evaluadas. Asi pues, continuamos con la pareja formada por 5 e Vv
82Y 83:
3x2y? 3x2y? 0
0 0 0
S(g283) =x"g -3y’g;=| x* [-] 0 [=]| ¥* [
0 3y? —3y?
0 0 0

Al tener su término lider en la tercera componente, solo podria ser reducido por g y, como LM (gﬁ) no
divide a su término lider, no se puede reducir y, por ello, lo tomamos como g,. Proseguimos con la otra
pareja que nos quedaba en la tabla anterior:

0 0 0
3xy? 3x)? 0
3(8473’5) = y2g4 —Xg5 = 2y |-|-2x%z|=|2x2z+2)7|.
0 0 0
—6)? 0 —6y?
Este si puede reducirse:
2x2ze;  +2)°e4 —6)°es x%e; —3)%e,
—(2x%ze, —6)°ze,) 2z

2y3e3 +6y22e4 —6y2e5
—(2y3e1 +6yzze4 —6y2e5) yes + 3Ze4 - 365
0 2y?

De hecho, como puede verse, se reduce al cero, asi que no hay nada

1 2 3 4 5 6 7 que afadir. Tras dar por evaluadas todas las parejas con términos
1le v v  «  « lideres en componentes distintas nos queda la tabla actualizada
2 e v Vv V V V quevemos alaizquierda. Solo queda por lo tanto una pareja por
3 e Vv Vv v v evalar
4 o vV V V/ 0 0 0
5 o VvV V 0 0 0
6 * S(86:87) =x’gs—vgr=| X’y [-| ¥y =] 0 |

3x%z —3y3 3x22+3y3

—3x2 0 —3x2
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Al tener el término lider en la cuarta componente, concluimos que
no serd divisible por ningtin otro monomio lider. Lo multiplicamos por % y lo afiadimos a la lista como
gg- Por 3.25, sabemos que

2xz 3y? x2 0 0 0 0 0
1 0 0 3x 3)? 0 0 0
=l 0 |o=|1}s=|0la=|2v}g=|-2xzfg=|y}eg=| »* |ye&=] O
0 0 1 0 0 3z —3y? x’z+y?
0 0 0 -6 0 -3 0 —x?

forma una base de Grobner. Para dar un resultado més «candnico», vamos a reducirla. En este caso hay
poco que hacer ya que el tnico elemento que es reducible es g4:

3xe, 2ye, —6es ‘ yes +3ze, —3es
—(2ye;  6ze, —6es) |2
3xe, —6ze,

Cambiando g, a 3xe, —6ze, ya si que obtenemos una base de Grobner reducida. Terminada de calcular
esta base de Grobner, pasamos a restringirla a las tltimas cuatro componentes, ya que recordemos que a
nosotros lo que nos interesaba era el «registro» que iban llevando estas componentes de los coeficientes
de S(gl-, g j) que nos daban las anulaciones. Debemos eliminar a g;, g, y g3 ya que estos tienen primera
componente no nula y asi llegamos a la solucion de la sicigia:

3x) (32 ) (O 0 0

2y —2xz y x2 0
sy2(2xz,3y2,x2,x22+y3)=< ol o [||3z-32|2z+ >

-6 0 -3 0 —x?

Por dltimo, recordemos que en Der(f) lo que buscamos son los coeficientes que acompaiian a las deriva-
das, no buscamos saber cuales son los factores por los que queda multiplicado f. Esta informacién nos
la da la dltima componente y, como por el orden monomial de médulos elegido esta dltima componente
no juega ningin papel a la hora de garantizar que el conjunto sea base de Grobner, podemos eliminarla
sin méas para obtener una base de Grobner reducida de Der(f):

3x) [ 3)? 0 0 0
Der(x2z+y3) =< 2yl —2xz|.| vy |, x2 |, 0 >
0 0 3z) | =3y?) | x?z+)°

A.2. Con ordenador

Con el ejemplo anterior queda suficientemente ilustrado que realizar este procedimiento a mano puede
ser tedioso y en casos con expresiones més enrevesadas y con més términos puede llegar a ser impractica-
ble. Como ya deciamos antes, se suele utilizar software especializado para realizar estas operaciones. En
nuestro caso, utilizamos el programa [Singular] el cual entre sus muchas funciones, tiene algunas dedica-
das exclusivamente al computo de sicigias y bases de Grobner. Mostramos aqui cémo realizar el mismo
procedimiento que hemos visto antes a través de esta herramienta.

Lo primero de todo es definir el anillo sobre el que estamos trabajando:
ring A = 0, (x,y,z), (c,Dp);
Esta instruccién define no solo A como un anillo sino que también lo activa de cara al resto de operaciones;

es decir, de aqui en adelante el programa asume que los ideales, médulos, etcétera son en funcién a este
anillo. También observamos que hay tres elementos diferenciados en el valor que asignamos al anillo: O,
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(x,y,2) y (c,Dp). El primero da la caracteristica del anillo en el que estemos trabajando, el segundo
indica el nimero y nombre de variables que tiene —como [x, y, z] en K[x,y, z]— y el dltimo especifica
el orden monomial de mo6dulos a utilizar, que en este caso sera > pgs grap-LEX)-

Después de esto, ya podemos definir el polinomio f:

Noétese que aunque podriamos utilizar la notacién x"2*z + y”3 la sintaxis de Singular nos permite es-
cribir los exponentes simplemente a la derecha de las variables y omitir el simbolo de multiplicacion.

Tras esto, construimos los vectores para poder hallar su base de Grobner:

Implicitamente estamos diciendo que M es el A-mddulo generado por esos elementos, no solo le estamos
asignando la lista.

Ya por tltimo le pedimos que nos calcule la base de Grobner de dichos generadores:

y el programa nos devuelve

que son los mismos elementos que habiamos obtenido antes a mano pero ordenados en orden ascendente.

Alternativamente, puede usarse la instruccion dedicada al computo de sicigias, syz:

Esto devuelve

Démonos cuenta de que esto no es el mismo resultado que antes y eso se debe a que la funcién syz nos
devuelve solo un conjunto generador, no una base de Grobner. Pero eso tiene facil solucién:

Y esto si que ya nos devuelve la base de Grobner que buscamos:
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