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Capitulo 1

Introduccion

En estas notas presentamos una introduccién a la teoria de las funciones zeta
locales desde cero. Supondremos tinicamente conocimientos basicos de dlgebra,
espacios métricos y andlisis elemental, en particular teoria de la medida.

Sea K un campo local, por ejemplo R, C,Q,, el campo de los nimeros p-
adicos, o Fy,((t)), el campo de series formales de Laurent con coeficientes en
un campo finito con p elementos. Sea h(z) € K[zy,...,x,] un polinomio no
constante y sea ( una funcién de prueba. La funcién zeta local asociada al par
(h, ) se define como

Zosh = [ ela) @) ', Re(s) >0,

K7 \h=1(0)

donde | - [k denota el valor absoluto en K, s € C, y d"z es una medida de Haar
normalizada del grupo topolégico (K™, +). Estas integrales definen funciones
holomorfas en la variable s en el semiplano Re(s) > 0. Si K tiene caracteristica
cero, entonces Z,(s,h) admite una continuacién meromorfa a todo el plano
complejo.

Las funciones zeta locales p-ddicas (también llamadas funciones zeta locales
de Igusa) estdn relacionadas con el nimero de soluciones de congruencias po-
linomiales méd p™ y con sumas exponenciales mod p™, véase por ejemplo
[14, 30, [33].

En el caso arquimediano, es decir, cuando K = R o C, el estudio de las
funciones zeta locales fue iniciado por Gel’fand y Shilov [2I]. La continuacién
meromorfa de estas funciones fue establecida, de manera independiente, por
Atiyah [] y Bernstein [0], véase también [33, Theorem 5.5.1 and Corollary
5.5.1]. La motivacién principal era que dicha continuacién meromorfa implica
la existencia de soluciones fundamentales (es decir, funciones de Green) para
operadores diferenciales con coeficientes constantes.

Es importante mencionar que, en el contexto p-adico, la existencia de solucio-
nes fundamentales para operadores pseudodiferenciales también es consecuencia



de que las funciones zeta locales de Igusa admiten continuacién meromorfa; véase
[35, Chapter 10] y [68] Chapter 5].

Por otro lado, a mediados de los anos 60, Weil inici6 el estudio de las funcio-
nes zeta locales, tanto en el caso arquimediano como en el no arquimediano, en
conexién con la férmula de Poisson-Siegel [63]. En los afios 70, Igusa desarrollé
una teoria uniforme para funciones zeta locales sobre campos locales de carac-
teristica cero [30], [32]. M4s recientemente, Denef y Loeser introdujeron en [15]
las funciones zeta topoldgicas, y en [I6] las funciones zeta motivicas, las cuales
constituyen una vasta generalizacién de las funciones zeta locales p-adicas.

En los tltimos treinta y cinco anos ha habido un gran interés en modelos
p-addicos de teoria cudntica de campos, motivado en parte por el hecho de que
estos modelos son exactamente resolubles. Existe una amplia variedad de am-
plitudes de Feynman y de cuerdas de tipo p-adico que estan relacionadas con
funciones zeta locales del tipo de Igusa. Es interesante mencionar que, al pare-
cer, la comunidad matemadtica que trabaja en funciones zeta locales no siempre
estd al tanto de estas conexiones; véase por ejemplo [2, [B] [7], [10]-[13], [18]-[20],
[29, [42, [43] [46], [52]-[55] y las referencias ahi incluidas.

Las conexiones entre amplitudes de Feynman y funciones zeta locales son
profundas y de larga data. Por ejemplo, los trabajos de Speer [54] y de Bolli-
ni, Giambiagi y Gonzdlez Dominguez [I1] sobre regularizacién de amplitudes
de Feynman se basan en la continuacién analitica de distribuciones asociadas a
potencias complejas de funciones polinomiales en el sentido de Gel’fand y Shi-
lov [21]; véase también [5l [7, [10] y [4€], entre otros. Esta analogia resulta ser
muy importante en la construccion rigurosa de campos cuanticos escalares en el
contexto p-ddico; véase [47] y las referencias ahi citadas.

Las funciones zeta locales también estdan profundamente relacionadas con
las amplitudes de cuerdas p-ddicas. En [g], los autores demostraron que las
amplitudes de tipo Koba-Nielsen en el contexto p-adico pueden interpretarse
como integrales bien definidas. A estas amplitudes les asocian integrales del
tipo de Igusa que dependen de varios parametros complejos, y prueban que
dichas integrales admiten continuacién meromorfa como funciones racionales.
Posteriormente, estas funciones se utilizan para regularizar las amplitudes de
Koba-Nielsen.

En [9], los autores estudian el limite cuando p — 1 de ciertas amplitudes de
cuerdas abiertas p-adicas a nivel arbol, asi como su relaciéon con las funciones
zeta topoldgicas. Existe evidencia empirica de que las cuerdas p-adicas estan
relacionadas con las cuerdas clasicas en el limite p — 1. Denef y Loeser estable-
cieron que el limite p — 1 de una funcién zeta local de Igusa da lugar a un objeto
conocido como funcién zeta topoldgica. Usando esta teoria, en [9] se muestra que
dicho limite produce ciertas amplitudes, a las cuales se les denomina amplitudes
de cuerdas de Denef-Loeser.

Finalmente, vale la pena mencionar la notable conexién entre funciones zeta
locales y estadistica algebraica; véase [44], [62]. En [62] se presenta ademds una
interesante relacion con el aprendizaje automatico.



Estas notas estdn basadas principalmente en el articulo [40], que a su vez
usa el contenido cldsico de las primeras secciones del libro de Igusa [33]. La
organizacion es la siguiente: en la Seccién 2] introducimos los nimeros p-ddicos,
y en la Seccién El desarrollamos la teoria de integracién sobre Q,. La Seccién
[ estd dedicada a los teoremas de la funcién implicita en el contexto p-adico.
En la Seccién [p| introducimos el tipo mas sencillo de funcién zeta local y su
relacién con el nimero de soluciones de congruencias polinomiales maéd p™.
En la Seccion presentamos la féormula de fase estacionaria y la utilizamos
para establecer la racionalidad de estas funciones en varios casos. Finalmente,
en las Secciones y usamos el teorema de resolucién de singularidades de
Hironaka para demostrar nuevamente dicha racionalidad.

Para una introduccién al andlisis p-ddico, el lector puede consultar [I, 26} [34]
138, (50, BT 57, 60]. Para un estudio méas profundo de las funciones zeta locales,
recomendamos [3], T4, 2T), B0, 32| [33]. Existen ademés excelentes articulos de
survey sobre el tema y sus generalizaciones; véase por ejemplo [14] [16] 17, 48]
149, [59]. Para el caso de espacios vectoriales prehomogéneos, se puede consultar
[32, 33, B6]. Finalmente, para las conexiones con fisica matemédtica y andlisis

p-adico, véase [12] [13, 19, 20, 29, [35], [41]-[43], [47, 52, (3| B8] [60] 61, 6F].



Capitulo 2

Numeros p-adicos: hechos
basicos

2.1. Primeras definiciones

En esta seccién resumimos los aspectos fundamentales del campo de los
nimeros p-adicos. Para una exposicién més detallada, el lector puede consultar
[1, 26, (34, 138, 50, (1L B7] y [60].

Definicién 1. Sea F' un campo. Un valor absoluto en F es una funcion con
valores reales | - | que satisface:

(i) |z| =0 si y solo si x = 0;
(i) |yl = [« [yl;
(iii) |z +y| < |z| + |y| (desigualdad triangular), para todo x,y € F.

Definicién 2. Un valor absoluto |-| se llama no arquimediano (o ultramétri-
co) si satisface
| +y| < mdx{|z], |y[}.

Ejemplo 1. FEl valor absoluto trivial se define como
1, sixz#0,
|I|tm’vial = 0, siz—0.

A partir de ahora trabajaremos unicamente con valores absolutos no trivia-
les.

Definicién 3. Sean |- |1 y |- |2 dos valores absolutos definidos en F. Decimos
que son equivalentes si existe una constante positiva c tal que

|1 = |5

para todo x € F.



Definicién 4. Sea p un ndmero primo fijo y sea x un nimero racional distinto
de cero. Entonces x puede escribirse como x = pk%, conptabyk € Z. El
valor absoluto p-ddico de x se define como

pF, six#0,
||, = N
0, st x =0.

Lema 1. La funcion |- |, es un valor absoluto no arquimediano en Q.

La demostracién se deja como ejercicio. De hecho, invitamos al lector a
demostrar todos los resultados etiquetados como lemas en estas notas.

Teorema 1 (Ostrowski, [38]). Todo valor absoluto no trivial en Q es equivalente
al|-lp o al valor absoluto usual | - |-

Un valor absoluto | - | en F nos permite definir una distancia
d(z,y) = |z —vy|, x,y€F.
Esto induce una topologia en F' cuya base estd formada por las bolas abiertas
B.(a)={x € F:|z—a| <r},
donde a € F'y r > 0.
Una sucesion {x;}i;en C F se dice de Cauchy si
|Zm — 2] — 0, m,n — oo.

Decimos que F' es completo si toda sucesion de Cauchy converge en F, es
decir, existe * € F' tal que

|z, — 2] =0, n— oo.
Esto es equivalente a que (F,d) sea un espacio métrico completo.

Observacién 1. Sean (X,d) y (Y, D) espacios métricos. Una biyeccion p : X —
Y tal que

D(p(x), p(a)) = d(, ")

se llama una isometria.
El siguiente resultado es clésico, véase por ejemplo [39].

Teorema 2. Todo espacio métrico (M,d) puede completarse, es decir, existe
un espacio métrico completo (M,d) tal que M es isométrico a un subconjunto
denso de M.

Definicién 5. El campo de los nimeros p-ddicos Q,, se define como la comple-
tacion de Q con respecto a la distancia inducida por | - |p.



Todo numero p-adico x # 0 puede escribirse de manera tnica como
oo
z=p" Y wp, (2.1)
i=0

donde v = vy(z) € Z, x; € {0,1,...,p — 1} y z¢ # 0. El entero v se llama el
orden p-ddico de x y se denota por ord(z). Por convencién, ord(0) = +oc.

Lema 2. Sea (F,|-|) un campo valuado con un valor absoluto no arquimediano.
S1 F es completo, entonces la serie Zkgo ay converge si y solo silimy_, o |ag| =
0.

Dado que |z;p"™|, = p~*~" — 0 cuando i — oo, por el Lema [2| concluimos
que la serie (2.1]) converge.
Ejemplo 2.
“1=@-D+@-Dp+E-p"+

En efecto, si definimos

n+1 _ 1
—(p-1)F =p"tt -1,
p—1
entonces
lim 2" = —1,
n—oo

ya que [p"*, =p7" 7 = 0.
La bola unidad
Zp ={r € Qy:|af, <1}
oo
:{xEQP:x:inpla 7/020}7
i=ig
es un anillo; de hecho, es un dominio de ideales principales.

Todo ideal de Z,, es de la forma

"Ly = mEZp:x:Zmipi , meN.

i>m

Geométricamente, los ideales p™Z, forman un sistema fundamental de ve-
cindades del origen en Q,.

El campo residual de Q, es

Zy,/pZ, = TF,,.

El grupo de unidades de Z,, es
2y ={r €Zy: x|, =1}.



Lema 3. Un elemento © = xo + x1p + -+ € Zp es unidad si y solo si zg # 0.
Ademds, si x € Q, \ {0}, entonces

r=p"u, meZL ucl).
Ejercicio 1. Sea z,y € Q, tales que |z|, # |y|,. Demuestra que
|z + ylp = méx{|z|p, [y|p}.
Ejercicio 2. FEscribe los siguientes numeros como series p-ddicas:
(i) —p
g 1
(ii) 1-p
Ejercicio 3. Determina si las siguientes sucesiones convergen en Q,:
(i) xn =p"
(i) xn = ZZ:O p*

En caso afirmativo, encuentra su limite.

2.2. Topologia de Q,

Como ya mencionamos, Q, con la distancia d(z,y) = |z — y|, es un espacio
métrico completo. Definimos

B.(a)={z€Qp:|lz—al,<p"}, rE€L,
como la bola con centro a y radio p”, y

Sp(a)={zecQy:|lz—al,=p"}, reZ
como la esfera con centro a 'y radio p".

La topologia de Q, es bastante distinta de la topologia usual de R. En primer
lugar, como |- |, : Q, — {p™ | m € Z} U {0}, los radios siempre son potencias
enteras de p. Por simplicidad, usamos directamente el exponente en la notacién
B.(a) y Sy(a).

Por otro lado, dado que las potencias de p (junto con el cero) forman un
conjunto discreto en R, en la definicién de bolas y esferas podemos usar siempre
la desigualdad ‘<’. De hecho,

{reQ:lz—alp,<p}={zeQy:|z—al, < pr_l} = B,_1(a) C B,(a).
Observacién 2.

B.(a) =a+p"Z,,
Sp(a) =a+p"Z;.



Declaramos que los conjuntos B,(a), con r € Z y a € Q,, son abiertos.
Ademéds, estos conjuntos forman una base para la topologia de Q.

Proposicién 1. Los conjuntos S.(a) y By(a) son abiertos y cerrados en la
topologia de Qp.

Demostracién. Primero mostramos que S,.(a) es abierto. Observemos que Z; =
Use{1,....p—1}¢ + PZy, entonces

Sy(a) = |_| a+pli+p Tz, = |_| B, 11(a+p"i),
i€{l,...,p—1} i
lo cual muestra que es abierto.

Ahora probamos que S, (a) es cerrado. Sea {x, }nen una sucesién en S,(a)
que converge a g € Q,. Debemos verificar que zg € S,(a).

Notemos que x, = a + p"u, con u, € Z);. Como {r,} es de Cauchy, se
cumple

|xn*xm|p:pir|un*um|p4)07 n,m — 00,
cuando n,m — oo. Entonces {u,} también es de Cauchy, y como Q, es com-
pleto, existe ug tal que w,, — ug.

De aqui, z,, — a+p"ug, asi que para concluir, debemos verificar que ug € Z,; .
Dado que los u,, estdn arbitrariamente cerca de ug, sus expansiones p-ddicas
coinciden en suficientes términos iniciales, lo que implica que ug también es una
unidad. Por lo tanto, g € S,-(a).

Un argumento similar muestra que B, (a) es cerrado. O

Proposicién 2. Si b € B.(a), entonces B.(b) = B,(a); es decir, cualquier
punto de la bola B.(a) puede considerarse como su centro.

Demostracion. Sea x € B,.(b). Entonces
lz — all-{p} = lz — b+ b — allp} < max{|le — bl p}, b~ allp}} < p'r}

por lo que B,.(b) C B,(a).
Como a € B,(b), se puede repetir el argumento anterior para obtener la
inclusién opuesta, y por lo tanto B,.(a) = B, (b). O

Lema 4. Se cumplen las siguientes propiedades:

(1) cualesquiera dos bolas en Q, o bien son disjuntas, o bien una estd conte-
nida en la otra;

(ii) la frontera de cualquier bola es el conjunto vacio.

Teorema 3. [I, Sec. 1.8/ Un conjunto K C Q, es compacto si y solo si es
cerrado y acotado.

Ejercicio 4. Sea a € Q, y r € Z. Demuestra que si b € B,(a), entonces
B.(a) = B,(b).

Ejercicio 5. Demuestra que dos bolas en Q, o bien son disjuntas o bien una
estd contenida en la otra.



2.3. El espacio p-adico n-dimensional
Extendemos la norma p-ddica a Q) definiendo

l|z||p == 1r£ieigxn |zilp, parax = (21,...,2,) € Q.

Definimos ademés
ord(xz) = min {ord(z;)},

1<i<n
de modo que ||z||, = p~or4®).

El espacio métrico (Q2, || - ||p) es un espacio ultramétrico completo y separa-
ble (aqui, separable significa que Q,, contiene un subconjunto denso numerable,
que en este caso es Q™).

Para r € Z, definimos
Bl(a) ={z € Qy:|lz—all, <p"}

como la bola de radio p" con centro en a = (ay,...,a,) € Qp, y escribimos
Br0) := B

Ejemplo 3. Sea a = (1,p) € Q3. Entonces la bola
Bf(a) = {z € Q} : ||z — all, < p}
consiste de todos los puntos x = (x1,x2) tales que
méx{|r, — 1|pv |2 — plp} <p.
Observemos que
B'(a) = Br(a1) X -+ X By(ay),

donde
Br(a;) ={zi € Qp: [v; —ailp, <p"}

es la bola unidimensional de radio p” con centro en a; € Q.
En particular, la bola B coincide con el producto de n copias de

By =17,

De manera andloga, definimos
Si(a) ={z € Qy : [z —allp, =p"}

como la esfera de radio p" con centro en a = (ay,...,a,) € Qp, v escribimos
S(0) := Sk,
Notemos que S} = Z, (el grupo de unidades de Z;), pero

(Z;)" < S



Ejemplo 4. Consideremos la esfera Sg. Entonces
Sg = {(z1,22) € Q) : max(|a |, |z2]p) = 1}.

Notemos que (1,0) € Sz, pero (1,0) ¢ (Z;)Q, lo que muestra que

(ZX)? € S5

=

Como espacio topoldgico, (Q;}7 l - Hp) es totalmente disconexo; es decir, los
tinicos subconjuntos conexos de @} son el conjunto vacio y los puntos.

Ademds, cualesquiera dos bolas en Q) o bien son disjuntas, o bien una estd
contenida en la otra.

Al igual que en el caso unidimensional, un subconjunto de Q) es compacto
si y solo si es cerrado y acotado.

Dado que las bolas y las esferas son simultdneamente conjuntos abiertos y
cerrados en Q, se concluye que

( z’H : ||p)

es un espacio topoldgico localmente compacto.

Ejercicio 6. Demuestra que Q) es totalmente disconezo, es decir, que sus ini-
cos subconjuntos conexos son los puntos y el conjunto vacio.

Ejercicio 7. Sea K C Q). Demuestra que K es compacto si y solo si es cerrado
y acotado.
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Capitulo 3

Integracion en Q)

En esta seccién asumimos conocimientos basicos de teoria de la medida, ver
por ejemplo [27].

Teorema 4. [27, Thm B. Sec. 58] Sea (G,-) un grupo topoldgico localmente
compacto. Entonces existe una medida de Borel dx, unica salvo multiplicacion
por una constante positiva, tal que fU dr > 0 para todo conjunto abierto de

Borel no vacio U, y ademds
/ dx = / dx,
z-E E

para todo conjunto de Borel E.

La medida dz se llama una medida de Haar en G. Como (Qy, +) es un grupo
topolégico localmente compacto, por el Teorema [4] existe una medida dz que es
invariante por traslaciones, es decir, d(z + a) = dz.

Si normalizamos esta medida mediante la condicion

/dx:l,
Zp

entonces dx queda completamente determinada.

Para el caso n-dimensional, utilizamos que ( s +) también es un grupo to-

polégico localmente compacto. Denotamos por d”z la medida producto dxy - - - dx,,,
normalizada de modo que
/ d"z = 1.
Zy
Esta medida también es invariante por traslaciones, es decir,

d"(r +a) =d"z, paratodoac€ Q.

11



Las bolas abiertas y compactas de Qp, por ejemplo conjuntos de la forma
a+ p™Z,, generan la o-dlgebra de Borel de Q.

La medida d"z asigna a cada subconjunto abierto compacto U un nimero
real no negativo fU d™x, y satisface

d"x = / d"z, (3.1)
/U;é"’lUk kzzl Uk

para cualquier familia de subconjuntos abiertos compactos Uy disjuntos dos a
dos, tales que ;= Uy, sigue siendo compacto.

Ademas,
/ d”x:/ d"z.
a+U U

3.1. Integracion de funciones localmente cons-
tantes

Una funcién ¢ : Q) — C se dice localmente constante si para todo x € Q)
existe un conjunto abierto compacto U que contiene a x tal que ¢(z) = ¢(u)
para todo u € U.

Lema 5. Toda funcidn localmente constante es continua.

Observacién 3. Sea I = Q,/Z,. Entonces I es numerable. Fijamos un sistema
de representantes de la forma

Tomp ™+ aip

Si V' es un subconjunto abierto de Q,, entonces para cualquier x € V existe
una bola contenida en 'V de la forma

p" (i +Zy),

para algin j € I ym € Z, que contiene a x.
En consecuencia, Q) es un espacio de sequnda numerabilidad.

Toda funcién localmente constante ¢ : Q) — C puede escribirse como com-
binacion lineal de funciones caracteristicas:

@(l') = Z i lu, (x)a (3'2)
k=1

donde ¢, € Cy
1, six € U,

1 =
v () {0, siz ¢ Uy,

y cada Uy C Q) es abierto compacto.
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Sea ¢ como en 1) y supongamos que A = |_|f:1 U;, con U; abiertos com-
pactos. Definimos
A U, Uy

Recordemos que el soporte de una funcién ¢ : Q) — C se define como

Supp(p) = {z € Qr : ¢(x) # 0}.

Una funcién localmente constante con soporte compacto se llama una funcion
de prueba p-ddica o una funcion de Bruhat-Schwartz. Estas funciones forman
un espacio vectorial sobre C, que denotamos por D.

De (3.1)) y (3.3) se deduce que la aplicacién

D — C

o = Joe)da (34)

estd bien definida y es lineal.

3.2. Integracion de funciones continuas con so-
porte compacto

Ahora extendemos la integracién a una clase mas amplia de funciones. Sea
U un subconjunto abierto compacto de Q. Denotamos por C' (U, C) el espacio
de todas las funciones continuas con valores complejos soportadas en U, dotado
de la norma del supremo.

Denotamos por Co(Q},C) el espacio de todas las funciones continuas con
valores complejos que se anulan en el infinito, también con la norma del supremo.
Decimos que una funcién ¢ se anula en el infinito si, dado ¢ > 0, existe un
subconjunto compacto K tal que |p(x)| < & para todo = ¢ K.

Se sabe que D es denso en Cy(Qj, C), ver por ejemplo [57, Prop. 1.3]. Iden-
tificamos C(U,C) con un subespacio de Cy(Qj,C), por lo que D es denso en
c(U,QC).

Fijemos un subconjunto abierto compacto U y consideremos el funcional

(3-4). Como
IRCLE
Q

n
P

< sup o ()| / da,
zeU U

se sigue que el funcional (3.4) admite una tinica extensién continua a C(U, C).
Esto significa que si f € C(U,C) y {fm}men es una sucesién en D que

converge a f en la norma del supremo, entonces

f(z)d™z = lim fm(x)d .

. m—oo
Q3 Q
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3.3. Integrales impropias

Nuestro siguiente objetivo es integrar funciones que no tienen soporte com-
pacto.

1

Una funcién f : Q) — C se dice localmente integrable, y escribimos f € Ly,

/K f(z)d x

existe para todo subconjunto compacto K.

si

Ejemplo 5. La funcidn |z|, es localmente integrable, pero no es integrable en

todo Q.
Definicién 6 (Integral impropia). Una funcién f € L}, se dice integrable en
Qp si
l
lim f(z)d"x = lm / fl@)d"z
l=+c0 /B, (0) =00 j:z_:oo S;(0)
existe.

En ese caso, el limite se denota por

f(z)d"z,
o

y decimos que la integral impropia existe.

Obsérvese que

+oo
&z = d"z.
RCEE /Sj(o)f(:v) z

Jj=—00
3.4. Férmula de cambio de variable en dimen-
sion uno
Comenzamos con la férmula

d(ax) = |al, dz, a€Qy, (3.5)

/ dxz\a|p/ dz,
aU U

para todo conjunto de Borel U C Q,, por ejemplo, un subconjunto compacto
abierto.

la cual significa lo siguiente:

14



Consideremos la aplicacion

T, : Qp — Qp
T — auz,

cona € Q. Esta aplicacién es un isomorfismo tanto algebraico como topolégico.
Entonces la aplicacién aU +— faU dx define una medida de Haar en (Qp, +).
Por la unicidad de la medida de Haar, existe una constante positiva C(a) tal

que
/ dx = C’(a)/ dx.
aU U

Para calcular C'(a), basta tomar un conjunto compacto abierto conveniente,
por ejemplo U = Z,,, y demostrar que

/ dz = C(a) = |alp.
aZy

Primero consideramos el caso a € Zy, es decir, a = plu, conl ENyu € Zy.
Fijamos un sistema de representantes {b} de Z,/p'Z,, en Z,. Entonces

ZP = |_| (b+plZ1))a
bEZy /P Ly

y por lo tanto

1= / dr = / dx
Zyp Z b+piZ,

b

_ _ !
_ zb:/pz do = #(Z,/p'Z,) /,,zz de.

ya

De aqui obtenemos

p~t=lal, = / dx :/ dx.
plZ aZ

P P

El caso a ¢ Z,, se trata de manera similar.
Ahora, si f: U — C, donde U es un conjunto de Borel, entonces

/ f(@) dz = |al, / fay + b) dy,
U a—lU+b

para cualesquiera a € Q) y b € Q.
Esta férmula se obtiene haciendo el cambio de variable © = ay + b, de donde

dx = d(ay + b) = d(ay) = |al,dy,

yva que la medida de Haar es invariante por traslaciones.
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Ejemplo 6. Sea U =Z, \ {0}. Mostramos que

/daj:/ dr =1.
U Z,

Observa que U no es compacto, pues la sucesion {p™} converge a 0 ¢ U.
Usando la descomposicion

Zp \ {0} = |_|{3j € Zyp : |zlp :p_j}v

/ dr =
Z,\{0}

tenemos

oo

Z/pm; dx

=0
Zp‘j/x dy
=0 Zp
1

= d

1—pt /z; Y

= (/

dy—/ dy | = 1.

1—pt ( z PZ,

Esto muestra que Zy, \ {0} tiene medida de Haar igual a 1 y que {0} tiene
medida 0.

P

Ejemplo 7. Para todo r € Z,

/ der = / dx =p".
~(0) P~ "Ly

Ejemplo 8. Para todo r € Z,
/ de =p" —p "t =p"(1-p7).
Sr(0)
Ejemplo 9. Definimos
Z(s) ::/ |z[, dz, Re(s) > —1.

¥

FEntonces
Z(s) = Zp_js/ dx
j=0 |z|p=p~7

=(1—p ")) p Gty
=0

1—p!
1 _p—l—s :

16



Esto define una continuacion meromorfa en todo C, con un polo simple en
s =—1.

Ejemplo 10. Si f: Q, — C es radial, es decir, f(z) = f(|x|p), entonces
[ =) 3 0w
§2 j:*OO

Ejemplo 11. Se tiene

Inp
/ In(|zp) do = —— T
zZ

o p

Ejemplo 12. Calculamos
Z(s, 2> —1) = / |z? — 1, dz, p#2.
Zp

Se obtiene finalmente:

-1

_ _1-s 1—p
Z(S,x2—1):(p—2)p t42p7! m

Lema 6. Sea ,

q(@) = [J(@ - @)™ € Z,fu,
i=1
con «; distintos médulo p. Entonces, usando los métodos anteriores, se puede
calcular

Z(&Q(ﬂf)):/z lq(x)], da.

3.5. Cambio de variable (caso general)

Una funcién h : U — Q, se dice analitica en un subconjunto abierto U C Q,

si existe una serie de potencias convergente ZZ a;x’ parax € U C U, con U
abierto, tal que h(z) = >, a;x’ para z € U. En este caso,

B (z) = Z ia;z' !

también es una serie convergente.

Una funcién f se dice bianalitica si f y su inversa f~! son analiticas.

Sean Ky, K1 C Q, subconjuntos abiertos y compactos. Sea o : K1 — Koy
una funcién bianalitica tal que o’(y) # 0 para todo y € K;. Entonces, si f es
continua en Ky, se cumple:

f@yde = [ flo)lo'Wlpdy, (x=0(y)).
Ky K
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Capitulo 4

Teoremas de la funcion
implicita en Q,

Denotamos por Qp[[z1, ..., x,]] €l anillo de series formales de potencias con
coeficientes en Q,. Un elemento de este anillo tiene la forma

§ T _ § i1 7
G = Ci17___7inx1 o .xnn'

(215000080 ) ENT

Una serie formal > c;x? se dice convergente si existe r € Z tal que Y. c;a’
converge para todo a = (ay,...,a,) € Qp con

lall, = mdx]ail, < 7"

Las series convergentes forman un subanillo de Qp[[z1,...,z,]], denotado
por

Qp<<$17 e ,Z‘n>>.

3 i : . 0) 4 ..
Si para ) ¢;z existe una serie ) ¢; ’' con coeficientes reales tal que |¢;[, <

0, , , o
Z(- )2 es una serie dominante y escribimos

Z it < Z cgo)xi.

Proposicién 3. Una serie formal es convergente si y solo si tiene una serie
dominante.

cl(»o) para todo 4, decimos que ¢

Demostracion. Sea |i| :== i1 + -+ +iy. Si

Zcﬂi < cho)xi7

entonces ©
0
=0,

lim |¢lp < lim ¢
|| —o00 || =00

18



por lo que la serie es convergente.
Reciprocamente, si ) ¢;2" es convergente, existe r tal que converge en ||al|, <
p". Tomando ry < r, se obtiene que

‘Cilpp‘ilro S Ma
para alguna constante M > 0, lo que da una serie dominante:
, M ,
2 2
O

Decimos que f(z) = Y. ¢;z° es una serie de potencias restringida especial
(SRP) si f(0) =0y c¢; =0 méd pl!l~! para todo i # 0.

Lema 7. Si f es una SRP, entonces:
(Z) f(.’E) € ZPHxla s axn]];
(i) f converge en todo Zy,

(iii) f(a) € Zy para todo a € Z;,.

Teorema 5 (Primera versién del teorema de la funcién implicita). (i) Sea

F(xay) = (F1($,y),--.,Fm(I,y)),
con
Fi(xay) € Qp[[xvyﬂ = Qp[[xlv'-~7xnay17--~7ym“a
tal que F;(0,0) = 0 para todo i, y
or,

det
[ dy;

(0, 0)] £0.

1<i,j<m

Entonces existe una unica funcion

f(x) = (fl('r>7vfm(x))7

con
fi(z) € Qpllz1,...,xn]],  fi(0) =0,
tal que
F(z, f(z)) =0,
es decir,

Fi(z, f(z)) =0 para todo i.

(i) Si cada Fi(x,y) es una serie de potencias convergente, entonces cada
fi(x) también es una serie convergente.
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Ademds, sia estd suficientemente cerca de 0 en Qp, entonces f(a) estd cerca
de 0 en Q' y se cumple

F(a, f(a)) = 0.

Reciprocamente, si (a,b) estd suficientemente cerca de (0,0) en Qp x Q)" y
satisface
F(a,b) =0,

entonces necesariamente b = f(a).
Una prueba de este resultado se puede encontrar en [33, Thm. 2.1.1].

Corolario 1. [35, Cor. 2.2.1]
(1) St gi(x) € Zp[[z1, - .., 2n]], 9:(0) = 0 para todo i, y
9y

det

|

Z 5 1<i<n

155<n

(0, O)] %0 mdd p,

entonces cada f;(z) en la unica solucion de

gi(fi(@),... . fu(@)) ==

con f;(0) =0, pertenece también a Zp[[z1, ...,z
(i1) Si cada g;(x) es una SRP en x1,...,x,, entonces cada f;(x) también es
una SRP, yy = f(z) define una aplicacion bicontinua de Zj, en si mismo.

Observacién 4. (i) Sean U; C Qp y Uz C Q' subconjuntos abiertos que
contienen al origen. Supongamos que cada

Fi(x,y) : U1 X U2 — @p

es una serie de potencias convergente.
Un conjunto de la forma

Vi={(x,y) €Uy x Uy : Fi(z,y) =0, i =1,...,m}

se llama un conjunto analitico.

En el caso en que todos los F;(x,y) son polinomios y Uy = Qp, U2 = Qp,
el conjunto V' se llama un conjunto algebraico.

Si todos los Fi(z,y) € Qp((x,y)) satisfacen las hipdtesis del teorema de la
funcion implicita, entonces V' admite una parametrizacion (posiblemente redu-

ciendo Uy y Us), es decir, existen abiertos Uy C Uy, Uy C Us que contienen al
origen tales que

V ={(z,y) €Uy x Us: Fy(z,y) =0, i=1,...,m}
={(z,y) € U1 x Uy : y = f()}.

(i) Si ahora usamos como coordenadas

T1yesTn, Zl:yl_fl('r)yn-azm:ym_fm(x)a
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entonces N N
V:{(Z‘,Z)EUl XU2:ZIZ"'=Zm:O}.

_ Decimos que tal conjunto V' es una subvariedad analitica cerrada de Uy x
Uz C Qp x Q' de codimension m.
La palabra “cerrada” significa que V' es cerrado en la topologia p-ddica.

En la siguiente version del teorema de la funcién implicita podemos controlar
los radios de las bolas que intervienen en el teorema.

Teorema 6 (Segunda versién del Teorema de la Funcién Implicita). (i) Si
Fi(xay) € Zp[[x7y” = ZP[[xlv sy Y1y .- aym]L
F;(0,0) =0 para todo i y

OF;
(“)yj

det { (0,0)} %0 mdd p,

1<i<m
155<m

entonces existe una unica solucion
f(x) = (fl(x)’ SRR 7f’m(x)) )
con fl(‘r) € ZP[[xla s 7xn]]: fl(o) = 0: de

F(z, f(z)) =0,
es decir, Fi(z, f(x)) = 0 para todo i.
(i) Si cada Fi(z,y) es una SRP en x1,...,Tn,Y1,---,Ym, entonces cada
fi(z) es una SRP en xq,...,%,.
Ademds, si a € Zy, entonces f(a) € Zy y F(a, f(a)) = 0, y si (a,b) €

Zy x Ly satisface F(a,b) =0, entonces b = f(a).

Para una demostracién de este resultado, el lector puede consultar [33, Thm.
2.2.1].

Corolario 2. [33, Cor. 2.2.1]
(i) St gi(x) € Zp[[z1,. .., 2s]], 9:(0) =0 para todo i y ademds

Jg;
8l‘j

det{ (0,0)] £0 méd p,

1<i<n
1<j<n

entonces cada f;(z) en la unica solucion de

9i(fi(x), ... fu(2)) = @

que satisface f;(0) = 0 pertenece también a Zp|[x1, ..., x,]].

(ii) Si cada g;(x) es una SRP en x1,...,x,, entonces cada fj(x) es también
una SRP en las mismas variables, yy = f(z) define una aplicacion bicontinua
de Z,, en si mismo.
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Observacién 5. Supongamos que cada F;(x,y) es una SRP en x,y. Sea
V={(z,y) € Z; x 2 : Fi(x,y) =0, i=1,...,m}.

Bajo las hipdtesis de la segunda version del teorema de la funcion implicita,
se tiene

V={(z,y) € Zy x Ly :y= f(z), x € Zp}.
Usando el sistema de coordenadas
TiyeeyTny 21 =41 — f1(®), .. 2m = Ym — fm(@),
el conjunto V' toma la forma
V={(v,2) €2, x Ly : 21 =+ = 2, = 0}.

Diremos que V' es una subvariedad analitica cerrada de Zy x Z,' de codi-
mension m.

4.1. Foérmula general de cambio de variables

Teorema 7. [33, Prop. 7.4.1] Sean Ky, K1 C Q, subconjuntos abiertos y com-
pactos, y sea
o= (01,...,0n): K1 = Kj

una aplicacion bianalitica tal que

80’1'
ayj

det[ (z)};éo, z € K.

Si f es una funcion continua en Ky, entonces

302-

[ s [ s | [F20)

d"y, (z=o0(y))
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Capitulo 5

Las funciones zeta locales
de Igusa

Sea p un ntmero primo fijo. El objetivo central de esta seccién es relacionar
problemas de conteo aritmético con propiedades analiticas de integrales p-adicas.

Definimos
A =Z/p"7Z, m N~ {0},

el anillo de enteros mddulo p™. Recordemos que cualquier entero puede escribirse
de manera tnica en la forma

ag+aip+---+arp®, a;€{0,1,...,p—1}.
Asi, podemos identificar, como conjuntos, A4,, con
{a0+a1p+"'+amflpmila 016{0,1,,p_1}}

Sea f(x) € Z[x1,...,Tn] N Z, y definimos

N — #{x e (Z/p™Z)" : f(x) =0 méd p™} sim > 1,
B sim =0.

El nimero N,, cuenta las soluciones de la ecuacién f(z) =0 mdd p™, y su cre-
cimiento refleja la estructura aritmética de las singularidades de f. Un problema
bésico es estudiar el comportamiento de la sucesiéon N, cuando m — oo.

M4s generalmente, podemos tomar f(x) € Z[xy,...,z,] no constante (re-
cordemos que Z C Zp y que Z/p"Z =~ Zp /D" Ly), ¥

N — #{x € (Zy/p"Zyp)" : f(x) =0 méd p™} sim >1,
" 1 sim =0,

donde z =y méd p™ significa que x — y € p™Z,.
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Para estudiar la sucesién { N, }men introducimos la siguiente serie de Poin-
caré:

P(t):=> Nu(p"t)", teC, |t|<L (5.1)
m=0

La serie P(t) codifica la informacién aritmética de los nimeros N, en forma de
funcién generatriz y esperamos que las propiedades analiticas de P(t) proporcio-
nen informacién sobre el comportamiento asintético de la sucesién { Ny, }men.
Una cuestion clave es la siguiente:

(Es P(t) una funcién racional de t?

En lo que sigue usaremos la convencién: dado a > 0 y s € C, definimos
Ina
a® =e® e,

Definicién 7. Sea f(z) € Qplz1,..., 2] N Qp y sea ¢ una funcidn localmente
constante con soporte compacto, es decir, un elemento de D(Q;}).
La funcidn zeta local (también llamada funcidn zeta local de Igusa) asociada

a(f,¢) es

Ztody= [ e@If@h e se T Re(s) >0

donde d"x es la medida de Haar de (Qp,+) normalizada de modo que
/ d"z =1.
Zy

Observacién 6. Z,(s, f) es una funcién holomorfa en el semiplano Re(s) > 0.
Para la demostracién de este hecho el lector puede consultar [33, Lemma 5.3.1].

Dado f(z) € Zp|z1,...,%n] \ Zyp, definimos
Z(s, f):=Z(s) = / |f(z)|,d"z, s€C, Re(s)>0.
Zp~f=1(0)

Ejemplo 13 (Polinomio lineal). Sea f(z) = € Z,. Entonces
Np=#{x€Z/p™Z:2=0 méd p™} = 1.

Por lo tanto,

Py =S (= —

1—pnt
Ademas,

s 1_p_1
Z(S,f) :/Z |l'|pd$ = W
P
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Proposicion 4. Con la notacion anterior,

1—tZ(s)

Pt ==,

t=p~° para Re(s) >0,

donde P(t) es la serie de Poincaré definida en (5.1)).

Demostracion. Observamos primero que
s .
2= [ g = 3 /{ B
Por otra parte,
{weZy:|f(@)lp=p7"} = {x € Zy: ord(f(2)) = j}

={r € Z,:ord(f(x)) > j} ~{zr € Zy :ord(f(x)) > j+ 1}
Sea x¢ € Zj, tal que ord(f(zp)) > j. Entonces, usando el desarrollo de Taylor,

(z;—x0,;)+p* (términos de orden superior),

fzo+p’2) = f(x0)+p’ Z 5 ¢

se tiene que ord(f(zog +p’2)) > j para todo z € Zy.
Este hecho implica:
(i) zo € (Z,/pZ,)" satisface f(zg) =0 méd p’;
(i)

Aj={z €zl rord(f(x)) > j} = | | (zo +P'ZY);

f(z0)=0 mdd pi

/ d"z = ij*j”
A.

J

(iii)

Por lo tanto,

=y p (ij*j” - Nj+1p*(j“)”) :
=0

de donde se obtiene finalmente

O

Esta identidad muestra que el estudio de la serie de Poincaré se reduce al
estudio analitico de la funcién zeta local.
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Ejemplo 14 (Monomio). Sea f(x) = x*, k > 1. Entonces

s 1 _pil
f@l=lalss 265 = [ Jalfrar = P,
Zy p
Ejemplo 15 (Funcién sin ceros médulo p). Sea f(x) € Zy[w1,...,7,] tal que
f(z) # 0 para todo x € Fy;. Entonces |f(z)|, =1 enZy, y

Z(s, f) :/ l1dz = 1.
Zy
Teorema 8 (Igusa, [33, Thm. 8.2.1] ). Sea f(x) un polinomio no constante
en Qpz1,...,z,). Ezxisten un mimero finito de pares (Ng,vg) € (N~ {0})?,
E €T, tales que
T] -5 2,05 f)
E€eT

S

es un polinomio en p~*° con coeficientes racionales.

La demostracién de este teorema se dard en el Capitulo [} A partir del
Teorema [§] y la Proposicién [d obtenemos:

Corolario 3. P(t) es una funcién racional de t.

La racionalidad de P(t) fue conjeturada en los afios sesenta por Borevich y
Shafarevich. Igusa demostrd este resultado a mediados de los anos setenta.

La racionalidad de Z,(s, f) también permite obtener cotas para los Np,,
véase por ejemplo [30] y [33].

La demostraciéon del Teorema [8| dada por Igusa depende de un resultado
profundo de geometria algebraica conocido como el teorema de resolucién de
singularidades de Hironaka.

Ejercicio 1. Sea f(x,y) = xy. Calcular la funcidn zeta local Z (s, f).
Ejercicio 2. Probar la Proposicién[j en el caso n = 1.

Ejercicio 3. Sea f(x) = 2. Calcular explicitamente N, y estudiar su compor-
tamiento asintdtico cuando m — 0.

5.1. La formula de fase estacionaria

Ahora introducimos la férmula de fase estacionaria, que es un método ele-
mental para calcular integrales p-ddicas como Z,(s, f). Igusa conjeturd en [31]
que este método conducird a una nueva demostracion elemental de la racionali-

dad de Z,(s, f).

Identificamos F,,, como conjunto, con {0, 1,...,p — 1}. Denotamos por ‘- la
aplicacién de reduccién moéd p, es decir,
Zy, — I

xo+p(...) — .
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Esta aplicacion se extiende de manera natural a Z;; — F}. La reduccion  méd p
de un subconjunto E C Zy se denotard por ECFp. Si f(x) € Zplxy, ..., x0] N
pZylx1,. .., 2], denotamos por f su reduccién méd p.

Proposicién 5 (Férmula de fase estacionaria). Sea E C F}! y denotemos por
S el subconjunto formado por todos los @ € E tales que

Fa)= 2L

(@=0 médp, 1<i<n.

Denotemos por E, S las preimdgenes de E, S mediante la aplicacion de reduccidn
mdd p Zy — Fy, y por N el nimero de ceros de f(z) en E. Entonces

o —n—s N
[ u@hae=p -3+ EOE IS s
E

Demostracion. Por definicién,
E = (a + pZ;),
acE

por lo tanto

| m%-Z/ n)ly
a+pZ"

> / |Fla+ po)[s da

acE Zy

p " Z / (a + px) |pd"x+/\f x)|, d" .

acE\s " %

Tomemos @ € E\ S tal que f(a) # 0, es decir, |f(a+px)|, = 1. En este caso

/ flatpr)diz =1,

n

y la contribucién de tales @ es p~"(#E — N).
Consideremos ahora @ € F'\ S tal que

_ of
a

D ——(@) # 0 para algin 1,

digamos ¢ = 1. Definimos

fla+pz) - f(a)
Yi = p
X; sit> 1.

sii=1,
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Entonces las y; son SRP’s y

9y of
det [8xj (0)] s ——(0) Z0 mdd p,

por lo que la aplicacién x — y preserva la medida en Zj.
Por consiguiente,

[ @ pol e = [ o+ @l dn

ZP
Y1+ M dy1
p

p

_ s 1=p7t
=P S/Z |y1|f,dy1:p Sm~
P

S
—S

=p

La contribucién de estos puntos es

P (L= p (N = #5)
1— p—l s

Sea f(a + px) = p° f(z) con f(z) € Lpz1, ..., Tn] N PLy[z1, ..., z,]. La
férmula de fase estacionaria (SPF) puede reescribirse como

[ 1@l = f@i) n / @) d"a

L( —n s m
=1 S +p Z/ a+px)|,d"z
acs

L(pis) —n—egSs ry s n
=t Z/Zg|f(x)|pdm

acs

Podemos ahora aplicar SPF a cada integral [, \f(x)|;) d™z. Igusa conjeturd

que, aplicando recursivamente SPF, es posible demostrar la racionalidad de
integrales del tipo [y, |f(x)|d" 2 cuando el polinomio f tiene coeficientes en un
cuerpo completo no arquimediano de caracteristica arbitraria.

La aritmética del campo de series formales de Laurent

F,(T)) = { i arTF :ay, €Fp, ko € Z} ,

k=ko

es completamente andloga a la de Q,. En particular, dado un polinomio con
coeficientes en F,,((T')), podemos asociarle una funcién zeta local definida como
en el caso p-adico. La racionalidad de tales funciones zeta locales es un problema
abierto. La principal dificultad es la ausencia de un teorema de resolucion de
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singularidades en caracteristica positiva. La conjetura anterior puede reformu-
larse diciendo que la racionalidad deberia seguir de la aplicacién recursiva de
SPF.

Observacién 7. Sea f(x) € Zp[x1,...,2n) N DPLplx1, ..., 2y]. Si el sistema

no tiene soluciones en F?, entonces S = () y, por SPF,

D’

p (A —p N

Z(s, f)=p "(#E - N) +

1— p—l—s
Ejemplo 16. Sea f(x) € Zy[x1,...,25] \ pZy[z1,. .., Ty] un polinomio ho-
mogéneo de grado d tal que
<y OF , , _
f(@) = (@=0 médp, 1<i<n=a=0.

8.’1%

Calculamos Z(s, f). Aplicamos SPF con E = Zy, E= Fy, S = pZy, S ={0}:

p " (1—p 1)(N—1) /
+
pZ

Z(S’f):p_n(pn_N)+ 1*]77175

[f ()] d"

n
P

—n/n (1 — ! N-1 —n—ds
Por lo tanto,
_ 1 —n/,n pinis(l_pil)(N_l)
Z(Svf) - 1_p—n—ds {p (p N)+ 1_p_1_3 ‘
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Capitulo 6

Singularidades y funciones
zeta de Igusa

Antes menciondbamos que la prueba de Igusa de la racionalidad de Z,(s, f) [33],
i.e. Teorema [8], depende de un resultado profundo de geometria algebraica co-
nocido como el teorema de resolucién de singularidades de Hironaka [28]. En
este capitulo ahondamos un poco mas en la relacién de las singularidades de f
y el célculo de Z(s, f),

6.1. Puntos singulares de hipersuperficies

Sea
[(z) €Zy[z1,... .20 N DLy 21, ..., 2]

y definimos
Vi (@) ={z€Qy:f(z) =0}
El conjunto Vy (Q,) es el conjunto de puntos Q,-racionales de la hipersuperficie

definida por f. Esta nocién puede formularse sobre un campo arbitrario K.

Definimos
V5 (Fp) == {z € F : f(2) =0}.
El conjunto V7 (F) es el conjunto de puntos Fy-racionales de la hipersuperficie
definida por f. Si
Vi (Zp) =V (Qp) N Zy,

entonces se tiene que

Vi (Zp) = Vf (Fp) .
Un punto a € Vy (Q,) se dice singular si

of
Gxi

(a)=0, 1<i<n.
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El conjunto de puntos singulares de Vy (Q,,) se denota por Sings (Q,). Definimos
Sings (Z,) = Singy (Qp) NZy,.

De manera anéloga se define Singz (F)).
Obsérvese que

Sing; (Zy) # Singy (E,).

De hecho, puede suceder quc Singy (Zy) = 0y que Singz (Fp,) # 0. Por ejemplo,
si f(x,y) = px + 2% — y>, entonces

Singy (Zp) =0, pero Sing (F,) = {(0,0)}.

Ejemplo 17. Calculamos Z(s, f) para f (z,y) = pr + 2? — y> usando SPF.
Obsérvese que E =712, E =F2, S = pl, x pZy, S = {(0,0)}, y

N =#{(u,v) €F}:u* —v* =0}.
Aplicando SPF:

p Pl -p H(N 1)
1 _p—l—s

Z(s, f) =p(p°—N)+ +/Z ., \px+x27y3|;dxdy.
PLp XPp

Haciendo el cambio de variables x = pu, y = pv:

L(p~—* _
Z(S,f) = % +p 2 ] |p2,u +p2u2 *pS'USL’S) dudv
_ 7
L —S
= % +p72728/ lu+ u® — pv®[5 dudv.
1-p z2

Aplicamos SPF al tiltimo integral con g(u,v) = u+u®—pv?, glu,v) = utu?.
El sistema
u+u?=0, 14+2u=0, wvel,

no tiene soluciones, por lo que S = (). Entonces

L(p~* Cg0s | _
(p )s+p22{p 2(p2—2p)+

Z(S’f):ﬁ W}

1—p-1i—s
Observacién 8. Sea

fx) € Zplz, ..., x0] NDLplz1,. .., 20
Si Sing(Qp) = 0 pero Sing#(F,) # 0, entonces

L(p~*)
1— pflfs ’

Z(S7 f) =
donde L(p~*) es un polinomio en p~*° con coeficientes racionales. El denomi-
nador de Z (s, f) estd controlado por Sings(Qp). Actualmente, el numerador no
se entiende completamente, pero depende fuertemente de Smg (Fp).

La ausencia de puntos singulares sobre Qp, es decir, Szngf((@p) = 0, hace
que el denominador de Z(s, f) sea “trivial”: 1 o 1 —p~17%.

31



Ejemplo 18. Calculamos ahora
Z(s, 2% +y°) = / 2% + %[ dwdy
Z3

usando SPF. - B
Se tiene E = Zg, E= ]F]Q,, S =pZ, x pZ,, S ={(0,0)}, y

N=#{(u,v)€lﬁ‘§:u2+v3:0}:p,

ya que se puede parametrizar como u = o>, v = a?.

Aplicando SPF:

1— —2—s
Z(s, 0 +y*) = (1—p )L

7—1—/ z? + 3|5 dady.
1 7p7175 pZ% | |P

Haciendo x = pu, y = pv:

1— p—2—s

Z(s, 2> +y3)=(1—-p ) ———
( )= -p

+ p_2_2521(8).

Repitiendo el proceso (aplicaciones sucesivas de SPF) se obtiene finalmente:
1-p)

(L=p= =)L —p=>7%)

. (1 _ p—2—s +p—2—25 _ p—5—65) .

Z(s,2? +y°) =

6.1.1. Singularidades cuasi-homogéneas

Sea w = (w1,...,w,) € (NN{ON" v f(z) € Zy[21,...,2,). Decimos que
f(z) es un polinomio cuasi-homogéneo de grado d con respecto a w si:

(1) fF(Ara1,..., A" x,) = A f () para todo A € Q,
(2) Singy (Qp) = {0} C Qp.
Definimos |w| := wy 4+ -+ + wp, y
265.0)= [ 17 @ .
Proposicién 6. Con la notacion e hipdtesis anteriores,

L(p~)

Z(S; f) = (1 _ p—l—s) (1 _ p—ds—‘w|) ’

S

donde L (p~*) es un polinomio en p~° con coeficientes racionales.

32



Demostracion. Definimos

A= {(xl,...7xn) € Zy, : ord (z;) > w; para i = 1,...,n}
:pwlzp X e ><pw"Zp7

y
A =7 N A
Entonces
2.0 = [ @] e [ @)
A Ac
En la primera integral hacemos el cambio de variables x; = p“iu;, ¢ =
1,...,n, con lo que d"z = p~1*Id"u. Asi,

/A @I dhe = piovl Z(s, 1),

Por lo tanto,

1 s m
Z(S,f):m/c\f(x)ﬁ,d x.

Ahora observamos que
Singr (Qp) NA® =0,

pero puede suceder que o
Singy (Fp) N Ac # 0,

lo cual hace que el cédlculo de la integral sobre A€ no sea sencillo.
Utilizando la férmula de fase estacionaria (SPF) de manera recursiva y al-
gunas ideas de desingularizacién p-adica de Néron, se puede demostrar que

s m Lp~®
[ s are = 2L

Para una demostracién detallada, incluyendo el caso més general de singu-
laridades semicuasi-homogéneas, el lector puede consultar [65]. O

6.2. Variedades analiticas p-adicas y resolucién
de singularidades

6.2.1. Explicacién intuitiva de la resolucién de singulari-
dades

La idea central de la resolucion de singularidades es reemplazar un espacio
con singularidades por otro espacio mas “regular”, donde la funcién o variedad
adquiere una forma mas simple.
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Dado un polinomio f(x) con singularidades, el teorema de Hironaka afirma
que existe una transformacién analitica propia

h:Y - X=Q)

tal que, al considerar la composicién foh, la funcién se puede escribir localmente

como
m

(for)y) =< [Tv"
i=1
donde ¢(y) es una unidad (es decir, no se anula).

Esto significa que, después del cambio de variables dado por h, la funcién
se convierte en un producto de potencias de coordenadas, lo cual es mucho mas
facil de estudiar, especialmente al calcular integrales p-adicas.

Geométricamente, el proceso consiste en realizar una sucesién finita de blow-
ups (transformaciones monoidales) centrados en subconjuntos suaves. Cada uno
de estos pasos “separa’ las componentes que causan la singularidad.

El resultado final es que el conjunto de ceros de f o h se convierte en una
unién de hipersuperficies que se intersectan transversalmente, es decir, tienen
cruces normales. Esto simplifica tanto la geometria como el anélisis.

Ejemplo: blow-up en dimensién 2
Consideremos el polinomio

f(xvy) = y2 - 3737

el cual tiene una singularidad en el origen (0,0).
Realizamos un blow-up en el origen. En una de las cartas del blow-up usamos
el cambio de variables:
T=u, Y=uv.

Sustituyendo en f obtenemos:

2

flu,uv) = (uv)? —u® = u?(v? — u).

Asi,
(foh)(u,v) = u2(v2 —u).

Observamos que el factor u? corresponde al divisor excepcional introducido
por el blow-up. La singularidad original se ha “descompuesto” en componentes
mas simples.

En la otra carta del blow-up, usando

r=vw, Yy=uw,
se obtiene una expresion andloga:

flow,w) = w?(1 —v?).
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En ambas cartas, la funcién se escribe como producto de una potencia de
una coordenada por una funcién més regular. Repitiendo este proceso (si es
necesario), se puede lograr que la funcién tenga tinicamente cruces normales.

Este ejemplo ilustra cémo la resolucion de singularidades transforma una
singularidad complicada en una configuraciéon méas manejable, lo cual es esencial
para el estudio de integrales p-adicas.

6.2.2. Teorema de Hironaka en el caso p-adico

Esta seccién estd basada en [33, Sec. 2.4]. Sea U C Q) un conjunto abierto
no vacfo, y sea f : U — Q, una funcién. Si en cada punto a = (a1,...,a,) de
U existe un elemento

fa(l') €Qy ({z — a>> =Q, <<331 — Q1.3 T — an>>

tal que f(z) = f.(z) para todo punto x suficientemente cercano a a, decimos que
f es una funcion analitica en U. No es dificil mostrar que todas las derivadas
parciales de f son analiticas en U.

Sea U como antes y sea h = (hi,...,hy) : U — Q" una aplicacién. Si cada
h; es una funcién analitica en U, decimos que h es una aplicacion analitica en
U.

Sea X un espacio de Hausdorff y n un entero no negativo fijo. Un par (U, ¢y ),
donde U es un subconjunto abierto no vacio de X y ¢y : U — ¢y (U) es un
mapeo bicontinuo (es decir, un homeomorfismo) de U sobre un abierto ¢y (U)
de Qp, se llama una carta. Ademés, las coordenadas

ou(x) = (x1,...,24)

para un punto variable z € U se llaman coordenadas locales de x.
Un conjunto de cartas {(U, ¢r)} se llama un atlas si la unién de todos los
U es X y, para cualesquiera U, U’ con U NU’ # (), la aplicacién

pu o gy’ du(UNU') = ¢u(UNU)

es analitica.

Dos atlas se consideran equivalentes si su unién también es un atlas. Esto
define una relacién de equivalencia, y cada clase de equivalencia se llama una
estructura analitica p-ddica de dimension n sobre X. Si {(U, ¢y)} es un atlas
en dicha clase, decimos que X es una variedad analitica p-ddica de dimension
n, y escribimos n = dim(X).

Supongamos que X y Y son variedades analiticas p-adicas definidas por los
atlas {(U, ¢u)} v {(V,¥y)}, respectivamente, y sea f : X — Y una aplicacién.
Si para todo U,V tales que U N f~1(V) # (), la aplicacién

Yyofooy' iou (UNFHV)) — Qﬁim(y)

es analitica, entonces decimos que f es una aplicacion analitica. Esta nocién no
depende de la eleccion de atlas.
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Supongamos que X es una variedad analitica p-adica y Y es un subconjunto
abierto no vacfo de X. Si para cada U’ = Y NU # 0 definimos ¢y = ¢y|y,
entonces {(U’, ¢y/)} es un atlas sobre Y, lo cual hace de Y una subvariedad
abierta de X, con dim(Y") = dim(X).

Si U, U’ son vecindades de un punto a € X y f, g son funciones analiticas
p-adicas definidas respectivamente en U, U’ tales que f|w = g|lw para alguna
vecindad W de a contenida en U N U’, decimos que f y g son equivalentes
en a. Una clase de equivalencia se llama un germen de funciones analiticas en
a. El conjunto de estos gérmenes forma un anillo local denotado por Ox , o
simplemente O,.

Supongamos que Y es un subconjunto cerrado no vacio de X y que existe
0 < m < n tal que se puede elegir un atlas {(U, ¢r/)} con la siguiente propiedad:

si ¢y (z) = (z1,...,2,) y U =Y NU # 0, entonces existen funciones analiticas
Fi,...,F,, en U tales que U’ es el conjunto de puntos x € U que satisfacen
Fi(z)=---=Fn(x) =0,
y ademas
det | 2L (a) #0 todo a € U’
e a ara todo a .
Oxj |1<i<m p

1<j<m
Entonces, por el Corolario ??-(ii), la aplicacién
x> (Fr(a),..., Fn(2), Tmat, -« )

es bianalitica en una vecindad de a. Si denotamos por V la interseccién de dicha
vecindad con Y y definimos

1/’V($) = (x"m-‘rly e 7'77%) )

entonces {(V, 1y )} es un atlas sobre Y. Por lo tanto, Y es una variedad analitica
p-adica con dim(Y) = n — m. Decimos que Y es una subvariedad cerrada de
codimension m de X.

Sea py, la medida de Haar normalizada en Q. Sea « una forma diferencial
de grado n sobre X. Entonces, en cada carta U,

a(z) = fu(x)dzy A - Adxy,

donde fy es una funcién analitica.
Si A es un subconjunto abierto y compacto de X contenido en U, definimos

ua(A):/A\fU(:v)lpun(QSU(w))=Zp‘eun (¢v (f5'(p°Zy)NA)).  (6.1)
eEL

Esta serie converge porque fi(A) es compacto. Esta definicién no depende
de la carta elegida, lo cual se deduce de la férmula de cambio de variables.

Teorema 9 (Hironaka). Sea f(z) un polinomio no constante en Qplz1, ..., %y)
y sea X = Q. Entonces existen:
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= una variedad analitica p-ddica Y de dimension n,

= un conjunto finito T = {E} de subvariedades cerradas de codimensidn 1,
= una aplicacion analitica propia h: Y — X,

tales que:

(i) h es composicion de un nimero finito de transformaciones monoidales con
centros suaves;

(ii)
(fom)'(0) = |J .

EeT

y h induce un isomorfismo bianalitico fuera del conjunto singular;

(i) localmente,

m

<ﬂmw=dmﬂw%fﬂ@mmm%wm@<ﬂw“ﬁ@mmm%
i=1

i=1
donde e(y) y n(y) son unidades.

En particular, UEeTE tiene cruces normales.

6.3. Demostracion del Teorema

Queremos concluir estas notas demostrando el Teorema de Igusa sobre la
continuacién meromorfa de Z,(s, f), véase el Teorema [§]en la Seccién [5| Segui-
mos la demostracién dada por Igusa en [33, Thm. 8.2.1].

Sea

1<i<n

n

s la cual coincide

la medida inducida por la forma diferencial A, dz; en Q
con la medida de Haar en Q7. Entonces o

Z = s dx;| .
S5 1) @Vwammmégx

Tomemos una resolucién de singularidades h: Y — X de f~1(0) como en el
Teorema [0} usando toda la notacién introducida ahi. Entonces

YARTHfTH0)) — X\ f7H(0)
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es un mapeo bianalitico propio p-adico, es decir, un cambio de coordenadas
analitico propio. Por lo tanto,

Zoto )= [ ) Sl A ] )]

1<i<n

En cada punto b de Y \h~1(f~1(0)) podemos elegir una carta (U, ¢r/) tal que
se cumple (??). Como h es propio y el soporte de ¢, digamos A, es compacto,
se tiene que h~1(A) =: B es compacto. Entonces podemos cubrir B mediante
una unién finita disjunta de bolas abiertas compactas B,, cada una contenida
en alguna carta U.

Dado que ¢ es localmente constante, después de refinar la particién podemos
suponer que en cada B, se cumple:

(poh)lp, = @(h®)), le)lp

y ademas que

Bo = [EM®)lps  [0(W)lp|B. = [1(0)lp,

¢u(Ba) = ¢+ Ly,

para algin ¢ = (cy,...,¢,) € Q) ye € N.
Entonces

-t dyl)

= 3 o) 0 o "’H/c Il

i+peZ

donde se entiende que N; = 0, v; = 1 en el caso en que el divisor E; no pase por
b.
Finalmente, por [33, Lema 8.2.1], se tiene que

Nj:« —1
[ ety -
ci+p°Zy

Por lo tanto, cada uno de los términos en la suma que define Z, (s, f) es un
producto finito de funciones de la forma

-1
—(N;s+v;)e 1 —p i ¢ € p°7Z
p TN ) S G €y,

p e st si ¢; & p°Z,.

1
1— p—N,;s—vl
multiplicadas por factores que son funciones holomorfas en p~*.

En consecuencia, Z,(s, f) puede escribirse como una combinacién finita de
funciones racionales en la variable p~°. Esto implica que Z,(s, f) admite una
continuaciéon meromorfa a todo el plano complejo como funcién de s.

Ademds, los posibles polos de Z,(s, f) estan contenidos en los valores de s
que satisfacen

1 _pri57’Ui — 0’
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es decir,

v; 2m
_ +—k,

N; — Nilogp
para aquellos indices i tales que N; # 0.

En particular, las partes reales de los polos estan dadas por los niimeros ra-

cionales negativos — -, los cuales dependen tinicamente de los datos numéricos
asociados a la resolucion de singularidades de f.

Esto concluye la demostracion del Teorema

S =

keZ,
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